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Celo

0.1 Antatparolo

La celo de tiu eldono estas precipe skribi noton pri la pli gravaj aferoj kiuj mi dekovris
studinte la fizikon. Tiuj notoj devas helpi memorigi Ciujn teoremojn, legojn, ilojn
... kiuj farigas la fizikon tiel vasta. Oni volas marki la |Eroljn kiuj estas ia utila kielo
pro malkovri en la eldono la difinon de grandecojn, operajojn, sistemojn ktp. Si oni
trovas parolon ne konita eblas serci en la indekso tiu parolo kaj vidi si estas difinita
en sia propra sekcio.

Estas ankati grava diri ke tiu noto estas ne kompleta kaj ne organika sed utilas pro
rigardi la objektojn jam studitajn.

Tiu eldono havas ankatl aliujn temojn kiuj ne estas spece fizikaj kaj oni volas paroli
pri kelkaj elektoj de naturo empirika aii lingvaja.

0.2 Tiuj Lingvaj

La scienca vortaro samas preskaii ¢ie! 2. Oni povas marki, en tiu senso ke, en Espe-
ranto, estante la sintakso ne definita, oni unuagas kaj ponas al la antencio la plej
gravajn vortojn. Ciu vorto havas ¢ian gramatik formon. Facilas [riconoscere] la vortan
funkcion gramatikan kaj kompreni la dependon inter la vortoj kaj inter la konceptoj,
precipe per la funkcio de la akusativo kaj per la uzo de por, pro kaj per.

0.3 Why not in English?

La angla ligvo estas la pli parolita ligvo en la sciencaj grupoj kaj ofte ne estas petita
alian lingvon ekstere la anglan. Mi kreas ke la Esperanto havas grandaj posiblecoj de
priskribi sistemon kun sia flekseco kaj clareco. Oni povas eksprimi ion kun la preciseco
dezirita kun la uzo de la partikloj -il-, -em-, -ar-, -aj- ...kiu faciligas la komprenon
de la objekto (modelo) al kiu oni riferas sine nomigi nenion en partikle. Pluen, mi
kreas en la Interna Ideo pensinte ke estas pli rekta doni al ¢iuj la sam posiblecojn sine
diferencoj de naska.

0.4 Tiuj Epmirikaj

Lat mi, la beleco de la fiziko estas en la proceso konstrui pensaron kiu povas esti utila
al la dekovro de la naturaj fenomenoj. La Fiziko estas materio mem estanta kun siaj
propraj objektoj sed la metodo pensi kaj analizi la problemojn estas utila en diversaj
kampoj. Do oni volas marki, en la solvo de la problemoj, kiel oni povas elekti la
ipotesojn kaj la ilojn kiuj al ni utilas.

ITja tempo mi ne konis la Alemanon
2kaj la Grekon
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0.5 Notacioj

Oni volas en tiu eldono difini la grandecoj univoke. Oni volas uzi la samajn leterojn
kun la samajn grandecoj kiam eblo. Ciu notacio estas diversa KTEX-a komando. Oni
montras la pli gravaj konvencioj:

£={$1,$2,--.7$N} 21-2{561,562,---7%,---,961\/} &iv:{xhx?a"'axia"'?xlv}

¢ (x) = ¢1(w1)p2(z2) ... i) ... on(wN) o(z) = ¢(x1,72,...,2N)

3

T =1x'é, + xzéy + 236, t<3:| = |z)

Kaj grandecoj: € energio, u denseco de energio, V potenciala energio (foje potencialo),
A libera energio ai Helmoltz-a, T Temperaturo, 8 Entropio, U interna energio, Q
kaloro, I identeco, I intenso, P probableco, ¢ kostanto, n denseco, n intera numero, i
intera numero, ¢ semi intera numero € Z/2, = semi reala numero € R/2 z kompleksa
mumero,(r, ¢, §) polaraj koordinatoj,d diferencialo,0 operator, § grupo, & algebro,



Indice

0.1 Antatparolo . . . . . . . . . . . ..
0.2 Tiuj Lingvaj . . . . . . . o o e
0.3 Why not in English? . . . . . . . .. ... .. ... ... ...
0.4 Tiuj Epmirikaj . . . . . .. . .
0.5 Notacioj . . . . . . o o v
Elektromagnetismo
1.1 Difinoj . . . . . . o e
1.1.1 Coulomb-a Forco . . . . . .. ... .. ... ... .........
1.1.2 Lorentz-a Forco. . . . .. .. .. ... ... ... ... .. ....
1.1.3 Mova Kuranto . . . . .. .. .. ... ... ...
1.1.4 Denseca Kuranto . . . . . .. ... ... ... ... ... .....
1.2 Maxwell-aj Ekvacioj . . . . . . . .. ...
1.3 Enlamaterio . . . . . . . . . . . ... e
1.4 Forcojkaj Derivoj . . . . . . . . ..
1.5 Sarga Partiklaro . . .. ... .. ... L oo
1.6 Inomizajo . . . . ...
1.6.1 Difusio. . . . . . . e
1.6.2 Mat: Divergajo en cilindraj koordinatoj . . . .. ... ... ...
1.6.3 Mat: Sferikaj . . . . . . . .. ...
1.7 Elmito . . . . . . .
1.8 Magnet Idr Dinamiko . . . . . . .. .. ... o oL
Ondoj
2.1 Generalecoj . . . . ...
2.1.1 Mat: Fourier-aBazo . . . . ... .. ... ... ... ...,
2.1.2 Elek: Fourier-a Transformo Uzo. . . . . . ... ... ... ....
2.2 Oscilanta Sistemo . . . . . . . . ...
2.2.1 Mat: Solvadoj per Laplace . . . . . ... ... ... .......
2.2.2 Elek: Gajno Kalkulita per Poloj . . . .. .. ... ... .....
23 OndaFormo. . ... ... . ... ... ... .
2.4 Ondaj Parametroj . . . ... . ... .. .. ...
2,5 OndajEcojdelaLumo . ... ... .. ... ... ... . ......
2.5.1 Mat: Nedermineco . . . . . . . . ... .. ... . ... ... ...
2.6 Muziko. . . . . .. e

Analiza Mekaniko

31 Aroj ...
3.2 Kvalitaj Solvadoj de Diferenciala Ekvacio . . .. ... ... ... ....
3.2.1 Flukso: . .. .. e
3.2.2 Unua Integralo: . . . . .. .. .. ... o
3.2.3 Klasado de la proksimecoj ekvilibraj lai la attovaloroj: . . . . .
3.24 Metodoj Lyapunov-a . . . .. ... ... ... ... ... .
325 Frenet-aBazo. . ... ... ... Lo

10
10
10
11
12
13
13
14
14
15
16
18



3.3 Lagrange-a Priskribo . . . . . .. ... Lo
3.3.1 Linearigo: . .. ... ... ... ...
3.4 Variacionalajecoj. . . . .. . ...
3.5 Hamilton-a Mekaniko . . . . . . . ... ... o oo
3.5.1 Funkio Genmerila. . . . . . .. ... .. ... ...
3.6 Perturbata Metodo . . . . . . . . ... L
Malvasta Relativeco
4.1 Geometrio . . . . . ...
4.1.1 Mat: Metriko . . . . . . ...
4.1.2 Grupo Lorentz Poincaré-a . . . . . .. ... ... ... ......
4.1.3 Mat: Grupo . . . . . . ..o
4.2 Procesoj en Relativeca Mekaniko . . . . ... ... ... ... ... ...
4.2.1 Kvarimpulso . . . . . .. .. .
4.3 Maxwell Lorentz-aj Ekvacioj en Kovarianta Formo al Vido. . . . . . ..
4.3.1 Maxwell-aj Ekvacioj . . . .. ... ... ... ... 0.
4.3.2 Mat: Distribuoj. . . . . . . ..
4.3.3 Lorentz-aj Ekvacioj . . . .. .. ... ... ... .. ...
4.3.4 Trasformajode laKampo . . . ... ... ... ... .......
4.4 Ekzercoj . . . . ...
Kvantuma Fenomenologio
5.1 Luma Elmito . . . . . . . . .. .
5.2 Fotoelektrika Efekto . . . . . . . . . . ... ...
5.3 Compton Efekto . . . . . . . ...
Kvantuma Mekaniko
6.1 Malsamajoj . . . . . ..o
6.2 Ekvacio lat la memvaloroj . . . . . . ... ... L o
6.2.1 Mat: Vektoro . . . . . . ...
6.2.2 Mat: Operatoroj . . . . . . . .. ...
6.3 Potenciala Kavo . . .. .. . .. . ... .
6.3.1 Faktorigo . . . . . . . . ...
6.4 Armonika Oscilatoro . . . . . . . .. ...
6.5 Angulaj Momantoj . . . . . . .. ..
6.5.1 Mat: Grupo . . . . . . . ...
6.5.2 Mat: Lie-a Algebro . . . . . . ... .. ... ... .. ... .
6.5.3 Angulaj Momentoj Sumo . . . . .. ... ...
6.5.4 Mat: Tensora Produkto . . . ... ... ... ... . .......
6.6 Angula Kompleta Bazo . .. ... ... ... .. ... .. ......
6.6.1 Prezento Matrica de la Lie-a Algebro de la Angul Momanto]
6.7 Ond funkcioj normaligitaj por idrogena atomo . . . . .. ... .. ...
6.7.1 Libera Partiklo . . . . . . ... ... oo
6.8 KatzaEvoluo . . . . .. .. . .. ..
6.8.1 Schrodinger-a Vidado . . . . . . . .. ... ... ...
6.8.2 Heisenberg-a Vidado . . . . . .. ... .. ... L.
6.8.3 Interad Vidado . . . . . . . . .. ... ... .
6.8.4 Matsubara Vidado . . . . . . .. ... ... oL
6.8.5 Fermi-a Aurea Reglo . . . . . .. ... ... ... . 0.
6.9 Perturbadoj . . . . . ... o
6.10 Variacioj Linearaj . . . . . . . . . . . . . o
6.11 Kampa Kvantigo . . . . . . . .. .. ... . .. .. .
6.11.1 Mat: Green-a Funkcio . . . . ... ... ... ... . ...,
6.11.2 Mat: Wick-a Teoremo, Dyson-a Ekvacio . . . . . ... ... ...

6.12 Ringa Proksimado . . . . . . .. .. ... ...

21
22
23

46



7 Statistika Mekaniko

7.1 Distribua Funkcio. . . . . . . . ... o o
7.1.1 Funkcio Partaga . . ... .. ... ... ... .
7.1.2 Mat: Kombinatoriko . . . . . .. ... .. ... .. ... .. ...
7.1.3 Mat: Euler-a Gamma kaj Beta . . . . ... ... ... .....

7.2 Kvantuma Statistiko . . . . .. ..o o

7.3 Ekzercoj . . . . . . ..

7.4 Kampa Priskribo . . . . ... o

7.5 Faza Transiro . . . . . . . . . . L e

7.6 Ising-aModelo . . ... . . ...

8 Procesoj Stokastikaj
8.0.1 Mat: Asioma Difino de la Probabla Mizuro . . .. .. ... ...

8.1 Distribuoj . . . . . . ..
81.1 Difinoj . . . . . . ..
8.1.2 Gauss-a,normala . . . . . ...
8.1.3 Binomiala . . . . . .. ... ... ...
8.1.4 Poisson-a . . . . . . . ... e
8.1.5 Mann-Withney Pruvo, sumo de la rangoj . . .. ... ... ...
8.1.6 Mediana Pruvo . . . . . . . . ...
8.1.7  Wilcoxon Pruvo, signa pruvo . . . . ... .. ... ... ... ..

8.2 Bruoj . . . ...

9 Materia Strukturo

9.1 Notacioj

9.2 Korektantaj Termoj (Maldisa Strukturo) . . . . . .. ... .. ... ...
9.2.1 Spin-orbito interacio . . . . . . .. .. ...
9.2.2 Relativeca Unua Korektado . . . . . . ... .. ... ... ....

9.3 Atoma Vektora Modelo . . . .. .. .. .. ... ... ... ...
9.3.1 Parigo . . . . .. ...
9.3.2 Sub Magnetika Kampo . . . . . . . ... ... L.

9.4 Interadoj . . . . . . . ..
9.4.1 Elektromagnetika Ondo . . . . ... ... ... ... .......
9.4.2 Magnetika Interado . . . . . .. .. o oL
9.4.3 Interado kun Libera Partiklo . . .. ... .. ... .. ... ...

10 Stato Solida
10.1 Ligoj . .
10.2 Retiklo .
10.3 Fononoj

10.4 Dielektrika Solido . . . . . . . . . ... oL
10.5 Movaj Elektronoj . . . . . . . . . ..o
10.6 Bandaj Strukturoj . . . . . . .. ... Lo

10.7 Kuranto

11 Nukleara Strukturo
11.1 Atoma Potencialo. . . . . . . . . . . .. ..
11.2 Sela Modelo . . . . o o v
11.3 Kolektivaj Modeloj . . . . . . . . . . . . .
11.4 Gamma Defalo . . . . . . . . . . .. . ...

11.5 Reakcioj

11.5.1 Urta Sekcio . . . . . . . o o e
11.5.2 Kvantuma Interado . . . . . . . . . . .. .. ... ... ... ..

12 Subnukleara
12.1 Simetrioj

61
61
62
63
65
65
69
70
71
74

75
75
0]
(0]
75
76
76
7
(s
78
78

79
79
80
80
80
81
81
81
81
81
83
83

84
84
84
85
85
87
89
91

93
93
94
95
95
96
96
97

98



13 Kosmologio
13.0.1 Ec

ojdela Universoj . . . . . .. . .. .. . ... ...

13.0.2 Mat: Euler-a ¢ . . . . . . .. . ...
13.1 Jeans Modelo . . . . . . . . . e
13.2 Astrofiziko . . . . . . . e

A Computacionala Metodo

A1 Difinoj .
A2 [Codice]

A.2.1 Memsimileco . . . . . . ...

B Tabeloj
B.1 Kostantoj

101
101
104
106
106

108
108
108
110

111



Capitolo 1

Elektromagnetismo

1.1 Difinoj

La |Kampo| estas la akcio de masa partiklo en la spaco. La maso estas forco generilo

kiel la (Gravita Maso) generas la gravita forco F = Gmimay/r? ail la (Elektrika Maso) <iGravita Maso
generas la Coulomb-a forco F = q1q2/(4me) - 1/r2. B estas kampo sed ne ¢eestas <Elektrika Maso
magnetika maso ¢ar ¢i tiu kampo estas generita por la cirkla movado de la Sargoj kaj

sia depeno el elektrika kampo estas bone priskribita por la malvasta relativeco. La

depeno de la kampo el la forco estas E = F/m. Sub certaj kondicoj oni povas trovi

formon nomatan |Potencialo|n kiu estas la difereciala formo lati kiu E := —V¢ aii

¢ = fs Ed3z.

1.1.1 Coulomb-a Forco

qiqg2 1

4ege, 12

Forco kiu depenas de la sargo de la partiklaj qi, g, sia distanco 1/72 kaj la medio e,..

1.1.2 Lorentz-a Forco
F=quxB ley{dle

Kiu diras ke la movo de la Sargo ¢ agas forcon se oni havas rapidec komponon v
perpendikla al magnetik kampo B. Tia forco neniam agas laboron. [ gv X Bd®z = de=wvdt
q[vxB-vdt =q [det(v, B,v)dt =0

1.1.3 Mova Kuranto

La mova kuranto estas la tempa variacio de la Sargo ceesta en la Gauss-a surfaco.

I, = €0d; O(E)

Tia Gauss-a surfaco povas esti la surfaco Cirkatie kondensatora armaturo kaj oni havas
mova kuranto se la tensio varias en la tempo car la elektrik nesoleinoidaleco indukas
magnetik kampo kaj sekve kuranto.

1.1.4 Denseca Kuranto

J = i/S - ng estas la kuranto generita pro la elektrik kaj magnetik kampo late



Maxwell-aj Ekvacioj Elektromagnetismo

J=en(E+vx B) en=p /

kie p estas la denseco de Sargoj kaj n la den- .

seco de partikloj. La denseca kuranto estas

la sumo de la derivo de la Sagoj pro elektrik v J
kampo kaj |Hall-a Efekto| Kiu priskribas la =

potencialo generita por kontratiri al la movo B Jx B
de Sargoj pro la Lorentza forco. < E

1.2 Maxwell-aj Ekvacioj

La elektrik kampo ne estas solenoidala se Ceestas Sargojn ene la Gauss-a surfaco car
la kampo elmetita de tiu Sargoj elfluas sole.

v-E=L /En s = 9 (1.1)
S

€0

De la Faraday-Neumann lego sur la indukado, la variacio de la magnetika flukso naskas
potencialon.

VxE=-0B V= ]{Edl =—-0,®p = —6,5/ BdS (1.2)
¥ S
La magnetika kampo estas ¢iam solenoidala, prefere ne eksistas monopoloj magnetikaj.
V-B=0 /B-n dsS =0 (1.3)
s

La magnetika kampo estas generita pro la kurantoj kunkatenigitaj (Lego de Biot-
Savart) kaj por la mova kuranto.

V x B = uoj + poco0c E %Bdl = pol + o0 PE (14)
v

Potencialoj

Eksistas potencialon de kiu oni povas deduki la kampojn E kaj B. Oni povas defini du
diversaj potencialojn per la du diversaj kampoj sed kiel oni povas didi en la malvasta
relativeco sekcio oni povas uzi unu solan kvar potencialon.

Th: Helmoltz-a

Si oni konas la divergenco kaj la rotoro de iu kampo kaj tiuj estas limitaj de 1/72
(VF)r* =0, (V x F)r? = 0) al la senfino oni povas skribi la kampon kiel

1 VF(r) 1 V x F(r')
F = —_—— / _ 7(1 i
(r) 47 |r — 7| " 47rv>< |r — 7’| "
Oni konas pluen ekvalencon kun la Poisson-a ekvacio
p 1 p(r)
VV=-L S v(@) =
€0 (r) dmeg ) |r — 7|
Do la nerotacionalaj kampoj V x E = 0 estas ¢iam skribeblaj kiel gradianto de

potencialo.

VxE=0=FE=-VV



Maxwell-aj Ekvacioj Elektromagnetismo

dume, ¢iam per la Helmoltz-a teoremo oni povas skribi la solenoidalan kampon kiel
VB=0=B=VxA

Oni havas ankau ekvalenta Poisson-a ekvacio

(VX)?A=V?A—-V(VA) = —poJ — 0= A(r) = Z_;; / J_(T,zqdrl

|r

En la nestaciona kazo oni devas konsideri ankaii la temp variacio de la potencialo kiel
priskribita el la Maxwell-a ekvacioj

E=-VV-0,A B=VxA

La relacio V - Vx = 0 montras ke la difino de la vektora potencialo A ne estas
univoka sed oni povas elekti gauge-an kampon A kiu plitenas tiun kondicon, prefere
estas nevariantaj per la Maxwell-aj ekvacioj.

A=A +VA=VxA=VxA =B
Se

A— A+« Vi—V+3

oni devas demandi ke por la magnetika kampo V X a 2 0= a=VA dume per la
elektrika V3 + 0y = 0 = V(3 + 9,A) = 0.
Ekzistas diversaj gauge-aj kampoj kiel pro ekzemplo la |Lorentz-a gauge| kiu
estas definita per 0:=v2 - Lo?

VA= —poeodV OA=ped DOV=-L2

€0

En la |Coulomb-a gauge|

V-A=0 VWV =2

Povo kaj Energio

La energia denseco de la elektr magnetik ondoj estas donitaj por

1 1
u:um+ue:§B-H+§ED

Oni povas ankaiti difini la |Pointyng-a Vektoro| kiel vakue

Ex B
-2 Y| = ceoE? = cu = < p?
Ho Ho

Y :

kiu estas kunigita kun la energia denseco u kaj kun la inteso, la presiono kaj la potenco
per

I=(s) P===2""L=2(u)= o1 (W) = r2dQY )7

Oni povas nun enkonduki la |Poynting-a Teoremo| lati kiu oni povas eksprimi la
potenco de la elektromagnetik kampo per

W = / EJd3z = —d,U — j{Yds
1%



JVvd3z = §vdS

En la materio Elektromagnetismo

1.3 En la materio

La elektronoj kiuj movigas ¢irkatie la nukleo havas sian propran |Dipola Magnetik
Momanto| kiu enkondukas la magnetikajo de la materialo de n denseco de elektronoj

m:=1iS M :=nm % /m(r)d3:c

La vektora potencialo estas do

_pomXxXr g [Mxw® g o 13
Alr) _47r/ dx—4ﬂ_/M(m)><Vde

47 r2 r2

oni volas uzi la teoremo de la divergenco

B

aTm r r

A(r) = @/lv' « M(2') — V' x 2@

kiu montras du diversaj kurantoj, la unua de surfaco J g kaj la dua lineara J;,. Oni
povas pluen vidi

VxB=pud B=p(H+M) VxH=Jyu; VxM=Jg Mxn=Jd;,

La induka kampo estas tre utila ¢ar oni povas trovi la alian kampoj sciante sole la
kurantojn kunkatenitajn. Fakte

kie (1) kaj (2) estas du diversaj medioj. Inter du medio oni devas pluteni la [kontorn/
kondicoj

B, By

H, - HY = Junn
H1 H2

=Junh By —By =0

Oni volas konsideri nun la efekto de la elektrika kampo sur la dielektrikaj materialoj
car la konduktoroj havas liberaj Sargoj kaj ne gajnas |Polarizago|n P. Si oni havas
eksterna elektika kampo la molekuloj de la materialo se havas momanto dipola povas
orintigi latie la kampo, se ne la dipola momanto p kreigas

p:=qx=aF P:=np= /p(:v)p(:v)d3:v

La polarizago estas ankatl la surfaca denseco de la sargoj en la materialo P - n = op.
Eksistas alia grava kampo kiu nomigas induktado D kaj estas tia relacio inter tiuj
kampoj

D=¢qE+P VE=L VD=py VP=—p;

€0

kie lib ceestas per liberaj dume lig per ligitaj. Oni povas ankau trovi la kuranton del
la ligitaj Sargoj kalkulinte la divergencon de la polarizago.

VP = Jyy VD = Jup
La [kontorn] kondicoj estas
E{/ = Eé/ D, —Dy=o0uw eFEi—eE;=o04
Ekzistas aliajn relaciojn inter tiuj kampoj difinitaj per la grandecoj |Dielektrika

Kostanto| rilativa €, kaj [Suscettivita] = kiuj genere ne estas ne kostantoj €, = €,(r, w)

ne skalaraj & = =<~

D=cE+P=¢(l+¢)E € =1+

(1]



Forcoj kaj Derivoj Elektromagnetismo

1.4 Forcoj kaj Derivoj

mov=q(E+vx B+ F/q)

Si oni ponas

,+ 4 ELXB FLXB
V=7 + VU4 + VdiFr ViE = —F%5 — ViF = — 055 —
B2 qB2
do
. y =0 =0 s ,
mov = mv + mogr + mU4g mv =qu' X B

kiu priskribas la cirklan movadon ¢irkatie la magnetik kampo traslata per la direkciono
de la ekstera forco de la elektrika kampo. La signo de la Sargo Sangas la verson de la
rotado kaj la direkcion de la derivo por la kostanta forco. La orbitoj estas diferentaj
car la Larmor-a radio estas minusa por la ionoj ol elektronoj.

La sama efekto estas generita pro la divergajo de B kiu estas ortogonala al B kaj

/_W
$\et B$ ’

$\et E$

agas kiel kostanta forco.

$en-$
$\vet F$
$\vet B$ aluu

@ - $\nabla\vet B$

1.5 Sarga Partiklaro

nZ102°m=3] T2 20[KeV] 7¢ = 1[s]. Ario densecas 2.7 -10%°[m~3]. Se la gaso
estas plene ionizita tiu numero duoblas n, = n;, elektronoj kaj ionoj.

1.6 Inonizajo

Pro ionizigi gazon oni devas aldoni energion al atomoj pligranda de la nivelaj energioj
de la elektronoj. Oni povas doni tiun energion a) per fotonoj kiu elmetas la elektronoj
se hv > &40 all se b) aliaj partikloj (e~, ionoj) havas kinetika energio pli granda ol
liga energio 1/ 2mv? > €ligo kiu sekvas sia propra rapideca distribuo al la donita
temperaturo J. La temperaturo kreskas por la Joule-a efekto generita pro la kuranto
de movaj 8argoj. Oni havas elmito akali pro ¢) kampa efekto prefere por la pasago
de la ligo bariero per tunela efekto. En ia urto oni devas konsideri ke oni povas gajni
internan energion de partiklo kiu pasas en alian energian staton. Do la energio de
la proceso donas ail prenas pli energion. 1/2miv? = 1/2mv}* +1/2mgv? + AU. La
partiklo povas doni ¢ian sian energion al la alia partiklo pliteni gin en ekcita stato
perdiginte sia rapideco.

dN = onNdz N = Nye "7

estas la variacio de la numero de la partikloj interacie. Oni do difinas la
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Inonizajo Elektromagnetismo

la |Pado libera medial, la mez distanco inter du urtoj kaj o la kostanto de propor-
cionaleco inter la inicialaj kaj finalaj partikloj. Genere o depenas de la temperaturo
T.

Oni povas difini distancon pro kiu la elektrono ne reiras al la atomo kiu estas la
diferanco inter sia kinetika kaj potenciala energio.

e2

+ kT

4meqr

Se la energio estas nea la elektrono estas ligita, la kontratio kontratie. Oni povas difini
la distancon kritikan inter ¢i tiu du kondicoj.
P e 2 , 1.1-107°[m]
O dmer3kT  TIK]

La partikloj estas distribuita en mez radio ag ~ 1/y/n = 300[nm] do n iniciala partikloj
povas rekombini latie dn = —rekn;n.dt kie rek depenas de (do(7),ao(n)), dn/n? =
—rekdt n(t) =ng/(1+ng-rek-t).

1.6.1 Difusio

Oni volas konsideri du diversaj aroj de partikloj A kaj B. La mez valoro de la terma
rapideco kaj aliaj parametroj estas

8]67,4 1 )\A
/\A = tkolizo = —
mT OABWB v

(vB) = (va) =

1/6 de la partikloj movigas versen la é, akso. Oni konsideras stacionarian legon por
la difusio tipe

na(z) = ng + Oyna

Do la numero de partikloj kiuj difusigas tra la jesa akso inter media pado estas Ang_ 4 =
1/6 LO)\ na(z)dz =1/6 fEA ng + Oyn - xdx

1
Ang, = Ang, 1 — Ang, _ = —gamn)?

La flukso denseco estas priskribita per la numero de partikloj sur la eneca tempo kaj
surfaco ® = An/t.

1 1
®(0) = _6,\1;89611 =—D0, D= 6/\1; genere ®V(Dn)

Kalkuloj pli kurigitaj montras D = 1/3 - Av por obteni la |Flick-a Relacio| & =
—DVn. Dum la tempo kreskas la flukso sangas on(z)dx = ®(z) — ®(z + dx)

Om(a)dz = —Ddn| — ( — D Hdw)
disvolvigante 0,1, 1de = Optt|s + 02 (0pn|z)dx ... = O], + 0%n|da . . ..
om(z)dx = —D(&xn — (0un| +02n dx)) = D?n| dz

Om(z) = DO?n|, ail en tri dimensioj dyn = DV?n

dn=DVn=-Vo



Inonizajo Elektromagnetismo

Lastro Unudimensionala

Oni povas vidi ke la du membroj estas dipenantaj de diversaj variabloj, prefere estas
unu kostanta en la tempo la alia en la spaco. La solvado estos la faktorigo de la termo
temp dipenda kaj tia spaca.
dt'ﬂt (t) VQHI(E
O = DV?n n(a,t) = ng(t) -ny(x =D

t ( ) t( ) 1( ) nt(t) Tlx(.f)
se oni ponas DV?n,/n,|;, = —w kaj k = y/1/D7 oni obtenas la ekvacio de viskosa
[smorcado] kaj de la armonika oskilatoro

(e, t) = ng(x) - ne(t) = toe™*" (no cos(kz) + ) sin(k:x))

Tia funkcio ne povas esti nea do en la intervalo [-L = —7/2k, L = 7/2k] Geestas sole
la cos termo.

n(x,t) = nge ! cos (%)

1.6.2 Mat: Divergajo en cilindraj koordinatoj
La divergajo V = 0, + 0, + 0. farigas
1 1
dume la gradianto
1
vU = 9, Ué, + ;&;ﬂlég + 0, Ue,
la rotoro
1 . ~ 1 .

VxE= (;(%EZ - 8ZE¢,)7° + (6ZET - 6TEZ)¢ +- (6T(TE¢,) - 6¢Er)z

do la Laplace-a

VAU = %ar (o) + %@(%@,u) +o.(0.) = %ar(raru) + Tiza};u U

1.6.3 Mat: Sferikaj

En la sferikaj koordinatoj
1

rsin @

A1 .
V=70, +0-0) + & s

o2 + 0

1 . ~ 1
'nﬁ(% sinf + ¢———04

7 si rsinf

%28,‘ (ﬂ&) TR (930) + m‘ﬁ

r2sin 0

La solvado de la ekvacio radia en sferikaj koordinatoj]
82 1 2 I/2 —
p(p) + 2 dptip) + (k + ;)w) =0

estas prezentitaj de la |Bessel-a Ekvacioj|

T (@) = (%)iyzm&%@%

Jj=0

Mat
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Elmito Elektromagnetismo

1.7 Elmito

Oni volas priskribi la potencialon en la kaso de sola mova Sargo ati de multipola elmito

Mova Sargo

Si oni havas la potencialoj en la gauge

ov=-2  0A=—uJ
€0
kaj oni volas solvi tiun diferencialan ekvacion latie la spaca variablo. Oni konside-
ras iu funkcio f(7,t) kaj kiel oni povas vidi en la sekvanta Capitro ia funkcio estas

prezentigebla kiel sumo de siaj armonikaj komponantoj en la Fourier-a bazo.
Of(r,1) = =s(r,1) = (V> + k) f(r,w) = =5(r,w)

Oni povas vidi ke exp(+ikr)/r estas solvado de la diferenziala ekvacio kiu estinte de
dua grado havos kiel solvado la sumo de du esponenciala termoj

1kr 1kr —kr
(V2+H)g(r) =0 (V24 k)= = —476(r) = g(r) = C1— + o
oni povas nun la neomogena solvinte
N Clellﬁ‘ + C2e—zkr
= d3
fr,w) / " 47y =
efzwt 3 /Clezkr + Czeflkr R ,
= f(r,t)—/dw o /dT - /dte s(r,t')

Reskribinte kr = wr/c oni povas do trovi por la ecoj de la Dirac-a §

foo - [ gy (s ) & Cas(r )

4rr

oni havas tempon rfitardatoln kaj a[vanzato| kiu ne estas fizika. C; povas sole esti
egala al 1 do nia solvado estas finfine

flrt) = /d%'M

4rr

Se oni uzas la armonika proksimajo oni skribos la fluktuado de la denseco de la
Sargoj kiel
p(?‘l,tr) _ p(,r,l)esze—zwt J(’l"l,tr) _ J(T/)e—zwtesz

de kiuj
kr

E(r,t) = B(r) = Lol S /J(r’)e’kr/d3r’

47 r

Dupola Proksimajo

1.8 Magnet Idr Dinamiko

La Magnet idr dinamiko kombinas la ekvaciojn de la fluantojn ail gasojn (kiel la
kontinueco de la materio ati la lego de la ideala gaso j) kun tiujn de la elektromagnetikaj
kampoj (Maxwell-aj). Genere oni trovas ekvacioj de la formo

VE=L V.B=0 VXxE = -8B VxB=uJ+ecdE)

€0
Otpm = =V (pmv)

tiu sistemo havas 12 ekvacioj kaj 14 nekonatoj do ne estas malferma. Tiu signifas ke
oni devas poni eksterne aliaj kondicoj kiuj povas solvi la sistemon

pmdiv = —=VP+J x B+ pE

8



Magnet Idr Dinamiko Elektromagnetismo

Ondaj Magneto Idr Dinamikaj

Oni volas kombini la lego de Faraday, Ampere kaj Ohm pro priskribi la movo de la
Sargo en konduktora fluado

J=o(E+vxB) 9B"E°Vx(vxB)+ VB
uo

kaj kun la konservo de la maso kaj de la momanto

1
Op+ V(pv) =0 pov + p(vV)v = —dp — ﬁB x (V x B)

Ax (B x C) = B(AC) — C(AB)
(Ax B) x C = B(AB) — A(BC)



m = pulAz

Mat

Capitolo 2

Ondoj

2.1 Generalecoj

La |Ondo| estas la solvado de la eliksa diferenciala ekvacio Ci(x, t) = 0 kie [J estas la
|D’Alambert | ke oni povas konstrui sekvinte la priskribo de la ondo sur kordo. La
tensio al la du kapoj de la kordo estas egala, se oni volas koni la vertikalan komponanton
Z ene intervalo z, z + Az oni scias ke la diferenco inter la forcoj estas

9.

AF = Tsinf — Tsing' ~ T(azq/)
z+Az

) ~ TO*pAz Fe m

de tiu oni povas solvi separe la ekvacio latie la tempo kaj latie la spaco.

TAz
m

1
o =—"0%  Op=(0F - —02)v=0
v
u estas la denseco lienara de la kordo kaj v la rapideco de la propagado. Anaku
la presiona kaj la elektromagnetika ondo havas la saman [comportamento] dume la
Schrodinger-a ond ekvacio solvas la parabolan diferencialan ekvacion. La ond ekvacio
Oy = 0 estas solvita de ¢iuj ondoj de la formo ¥(x,t) = (kx + wt) kie w estas la
|Pulsado| kaj k la |[Numero Onda|
27 27
= — k|l =—
wi= k=3
kie T' estas la periodo de la ondo kaj A la ond longeco. Oni genere dividas la ondojn
per siaj frekvencaj komponantoj. Sekvinte la Fourier-a priskribo oni konstruas ia ondo
per lineara kombino de sia armonik komponantoj

Y(x,t) = / A(k)eF==“ta3k
nomante A(x) la amplitudo de la ondo.

2.1.1 Mat: Fourier-a Bazo

La |Fourier-a Sistemo| en £%(0, 1) estas komponita da la funkcioj
nk(x) = ™k = cos(2mkx) + 1sen(2mk), k=0,£1,%2,...

Ci tiu sistemo estas totalo, nomigas bazo trigonometrika pro tiu ia funkcio igas pri-
skribita en armonika sistemo. Per tiu bazo oni povas malkomponi ia funkcio € L£2(R),
ail se perioda (¢(t +7) = ¢(t)), € L%(0,T), per la skalara produkto en |Fourier-a
Bazo|

me(x) = T~2e>™ %y, = k/to, k € Z

10



Generalecoj Ondoj

o0

T
o) = S (@), (o) = / €M (1)

k=—o0

La |Fourier-a Transformata| de ia funkcio ¢ € L2(T") estas la vektoro ¢ € L2(T™)
difinita per:

o(k) = (k. 8) = - p(x)e 2k 4y,

Ecoj
La sekvantaj ecoj valoras nediferencie por la trasformo kaj la funkcio.
- Simetrio koniuga:Se I'm[z(t)] = 0 do Z(w) = &*(—w)
- Simetrio para: Se z(t) = z(—t) do &(w) = &(—w)
- Simetrio nepara: Se z(t) = —z(—t) do #(w) = —&(—w)
- Lineareco: ax1(t) 4+ bz (t)=aii(w) + bia(w)
- Dualeco: #(t)=z(w)
- Skala sango: x(at)ﬁl%lfc(w/a)

7“‘”57(&))

- Tempa malfruo: x(t — to)=e
- Diferencialo: d:z(t)=wi(w)

- Konvoluo: [ z(1)y(t — 7)dr=&(w)j(w)

- Integracio [—oo, t]: fioo z(T

- Integracio [—oo, 00]: [T x(7)dr = £(0)

- Norma konservo: [*_|z(t)]*dt = [*_|#(w)|?dw |Parseval-a Teoremo
- Operacia traslado: [~ 2(t)g(w)dt = 1=, i"/(w\)y(t)dt

v

2.1.2 Elek: Fourier-a Transformo Uzo .
ElektronikMet

La distribuo de la intenso rilate la frekvenco estas esprimita por el kvadrato de la
modulo de la Fourier-a trasformata de f(t): |Spektro Potencal p(v) = |¢(v)|>. Per
la spektro potenca oni kiras la | Autokorelacio| de la signalo

Corr|o, ¢](t /(;57'—1—15

atu la grado de atito simileco de la signalo.

Wiener-Khinchin Th:
Se ¢ € L estas realo, sekvas

11



Oscilanta Sistemo Ondoj

Por la numerika kalkulo oni uzas nur la |Fourier-a Trasformo Diskreta)
1 n—1
k _ —2mjk/n _ _
10) __\/EJE:O¢6 k=0,,n—1.

Oni akiras al |Speciamento| kiu epikas la solaj frekvencoj v; = n% per j = —5,, 5.
La maksima, v,., nomigas |[Nyquist-a Frekvenco Kritika| kaj estas inverse proporcia
al la intervalo de speciamento. Se la potenca spetro havas maksima frenkvenco v,,qks
oni eletki v, 2 Vinqks por havi nenian perdon de informo. |Aliaso| Se estas frekvenco
ekster la intervalo [—v,, V] lia komponantoj estas reflektitaj kaj sumitaj al la propraj
kun la efekto ke la trasformo en la domajno de la frekvenco havas pli grande intenso por
la termoj al la ekstremajoj. Estante la Fourier-a trasformo globala eco, oni enkondukas
la |[Fourier-a Lokata Trasformol| kiu estas la ¢(v, t) de ia L2 5 ¢(x,t) = op* (z—t)p(x)
kun ¢ € L? difinita per

d(v,t) = /Rw*(x — t)p(x)e TV dg.

Estas la “versio loka” de ¢(z) en la subtenanto de ¢ kiu estu kompakta kaj egala al
[—7,0] intevalo pro katzeca kondico. 9 nomigas |[Funkcio Lokanta| at Fenestro kiu
agas kiel ia noto al la frekvenco v en iu momento. Inverse:

1
= Ledudt.
#) |w||2/ Vvl

Oni konsideras datirige diversaj momentoj at frekvencoj ¢ar ne povas Sangigi la pre-
cizeco de informo. Per ¢iu fenestro oni akiras gia

baricentro : tg = / tl(t)2dt nug = / v|o(w)|?dv
R R

normadevio : 7% = /R(t —to)?|ab(t)|2dt v = /R(V —10)2 [P (v)|2dv

Se 1(t) = V2ae~™, do h(v) = 2ae~™"/* kun to = 1y = 0 sekvas

1
T=/1/4ma v =+/a/4r V=
7T
kaj genere oni esprimas la |[Nedetermina Principo]|

1
TV > o (2.1)

2.2 Oscilanta Sistemo

Oni volas montri la solvadon de du-grada diferenciala ekvacio kiu priskribas la solvon de
iu sistemo oscilanta. Tiu sistemo estas priskribita per la ekvacio & + vi + wiz = %

kie =, & en la elekrtonika kazo, nomigas |Atenua Faktoro|, kaj wq, difinita kiel

% en la mekanika kazo a u \/%,

- s _2 Y22 e A7 Y22 .
omogena asociita estas x(t) = ¢;e” TV (2790t 4 e 21mVI(2)* 798t 1a solvado kiu

nomigas |Propra Frekvenco|. La solvado de la

A ¥ : — 2 7)2
nin interesas, de malgranda atenuo pro 3 < wo, havas termon elipsan w = /wg — ()
kaj iperbolan 7, prefere

ol ‘ ol
x=crezle™! 4 che

Lo e . (& -
alx =e it | PETE =" ) &=
2

12
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Oscilanta Sistemo Ondoj

2.2.1 Mat: Solvadoj per Laplace
Pro la rilato

o [ smar] ) = SR()6) = [0 s) = 5200 = £10)

s
sekvas ke, por la du grada sistemo ayj + by + cy = f(¢) oni akiras
a(s*L(y) — sy(0) = y(0)) + b(sL(y) +y(0)) + cL(y) = Lf(t)

ayos + ay1 + byo Lf(t)
as? +bs +c as? +bs+c
alt L[y] = L[h] + L[f]L[g] per ia funkcio h kaj g. y estas do

L(y) =

y=h+fx*g.

S—Asl + S—Bsz
59 estas la nuloj de as? + bs +c = 0 kaj A, B parametroj dekovrintaj. Nia solvo estas

sekve:

Pro la ecoj de la trasformo de Laplace oni obtenas h per L(h) = kie s1,

h(t) = Ae®'' 4+ Be?!
ai L(h) = M 4+ (S_le)% h(t) = Me*' + Nte*'! se la nulo estas duobla. Ni do

§—81
kondukas la kalkulojn al la faktorigo de la denominatoro. Estas tre utila skribi la
problemon per sumo de denominatoroj separitaj en ilin faktorigoj. Per la resiuduoj
oni povas dekomponi la denominatoron. Por ekzemplo si oni havas funkcion kun du

poloj oni povas reskribi

1 1 1

1 2 1
Fls) = (s+1)(s+2)2 B (s+2)ls=—1(s+1) + (2—1)!ds(s+1) s=—25+ 2 +
14 1 11 1 1
T dss 4 llee (5422 (5+1) (542 (s+2p

Si oni volas do kalkuli la Laplace trasformavo oni obtenas
f(t) = e tu(t) — e ?u(t) — te”2u(t)
Simile

3(821+ 1) é - 2(81+ ) 2(51— D) Su(t) = (" + e = ult) — cost

2.2.2 Elek: Gajno Kalkulita per Poloj

En Elekrtoniko oni konsideras la funkcion transiran pro ia cirkvito estas A,(v) =
ZA
Vfor __ Vfor : _ 1 3 : _ 2
Ve T Zae kie Zc = S5 estas la kondensatora impedanco kaj Z;, = Ls* la
ZA

H _ Vfor __ Al _ 1 _ 4
indukta, Ay(v) = Tt = 797 = Tizn — o la kazo de [pasa] basa ﬁltrllovf
_ 1 _ 1 : _ 1 . -~ n
= T2 RC T Towaalv kie Vsypa = s-rc estas la frekvenco je 3Db suba car

’AV (Vsuba)} = \/ﬁ = % Pri sola stadio al la altaj frekvencoj agas nur unu
polo.

A A A
lim A(v) = : = 02W = OS
V—00 1+ 7/V/Vpolo 1+ ’Lm 1+ 2T Vpolo
do A 2 A
A(S) = 0 TerOIO - 0

$ = (—2TVpoto) S — Spy
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Resonanca Kestol>

Onda Formo Ondoj

kie vporo = ‘52‘;‘7" nomigas |Frekvenco polal. At genere por pli stadoj

(5= 5n,) ... (5= 5n,)
A = ) =)

kun s, nuloj de la funkcio kaj s, poloj. Se v}, > 4v,, pro iu i, j v, nomigas [Polo
Dominanta|.
Ni reskribas la (??) trigonometre kun frekvenca kaj faza termo.

x = Ae= /Dt cos(wt + ¢) =" R(Aeete3).

Por kalkuli la mezuma energio, sciante ke la energio sin disipa termo v estas konserva,
oni obtenas

1 1 1 1
&= im:bQ + §mw§x2 = 5mw§A2 (sen®(wot + @) + cos®(wot + ¢)) = 5mw§A2

ne dependa de t. Se la disipa termo estas 7 << wy valoras malmulto en la periodo do
(U(t)) = gmwiAZe= "

v estas la frakcio de energio staplita kiu perdigas en la tepunuo —d. (U ><—[1J> = v kaj
T= % estas |Tempo Defala| de la oscilatoro, tempo en kiu la energio malkreskas de
T faktoro.

Resonanco

La resonanco montrigas kiam eksterna periodika forco F' = F(w) agas sur armonika
sistemon

&= —yi — wiz + F cos(wt)

kie v estas la atenua faktoro kaj wqg la propra frekvenco de la sistemo.
Ia (Resonanca Kesto) ail sonkesto valoras pro tiu longeco nature pluroba de la ondo-

frekvenco lai la rilato d = (2N + 1)% tial ia ondo necesas de nodo, kiu estas la fundo

de la kesto, kaj ia kavito tam longe konteni kresto ati gorgo ke previgas la termo i.

2.3 Onda Formo

Normaj Modoj

Oni uzas la scion pri la solvado de diferencialaj ekvacioj por priskribi kompleksaj
sistemoj. Se oni havas du oscilatoroj parigitaj oni povas priskribi la sistemo se libera

kaj ne estingita) per
(%1)2(&11 a12)<xl>:Am
T2 a1 a2 T2

kun as1, a12 parigaj termoj, kiu provizi solvadojn trigonometrajn

2.4 Ondaj Parametroj

Nun oni priskribas la parametrojn kiuj difinas la ecojn kaj la formon de la ondoj

Osciloj:
Oni konsideras omogena $nuro ligata je la ekstremoj, ni priskribas la funkcion ¢(z,t),
lokmovo del la $nuro transverse car gia latilonga kompono nulas. La koordinato w
priskribas la ago de (z,y) la du komponantoj de la polarizo.

14



Ondaj Ecoj de la Lumo Ondoj

Figura 2.1: Batado

Disuzaj:

|Ondo Disusa| kiam la rilato inter onda nombro k kaj pulsado w estas ne proporcia.
Ta Ondo formata de du komponantoj de sama fazo kaj sama amplitudo kies formo estas
P(z,t) = Acos(wit — k1z) + Acos(wat — kaz) all wg = £2E = waze1 f = kadh
k= ]“22;’“ do ¢ (z,t) = 2Acos(wt—xz)cos(wot —koz). Tiu ondo estas preskaii armonika
en la termo de la dua faktoro wg kiu estas la pli granda kaj nomigas portanto, propagas
kun |Rapideco Faza| v — f = wy/ko, rapideco de la malgrandaj krestoj kiuj aperas al
la komenco de la paketo kaj malaperas fine. La |Rapideco Grupa| estas la rapideco
de la pli granda amplitudo tiu ke d(wt — kz) = 0 kaj sekvas

d w W2 — W1 VRN d
vg=dtz = — = ——— au genere v, =diw.
g k ko — k1 g

(akvo disiganta) en la akvo la disiga relacio estas w? = kgtanh(kh) kie h estas la <lakvo disiganta
profundeco. Pro profunda akvo la proksimuma rilato w? = kg montras ke la faza

rapideco vy = ¥ = \/% rilatas kun la grupa rapideco per vy = dpw = %vt tial la
akvo estas tre disiga medio. Finfine oni difinas la faza rapideco kiel la rapideco de
iu frekvenco vy = ¥ = v kaj la grupa rapideco per v, = dyw. Oni difinas [Indico

Rifraktal la rejso inter la rapideco en la vakuo kaj medie v(w) = vffw).

Sekvas:

Lego de Snell-Descartes: La surfac tanga komponanto koservigas en la transiro inter
du medioj nq sinf; = ns sin 6

Indico rifrakta dependas far la ondfrekvenco do travidebla medio disigas la lumon en
giaj komponantoj.

Ondo inter du medioj reflektigas kaj rifraktigas
Reflekto kaj Refrakto

Tu ondo incidanta sur ia medio, priskribita per E;(r,t) = Eyjetwit=kim) trasformigas
en du komponantoj, rifrakta (au transira) kaj refleksa kiuj havas la saman ekvacion.

Egiez(wit—ki""i) + Egrez(“’"t_ki-”) _ Egtel(wft_ki'”)

La projekcio sur la surfaco samu ¢ie kaj ¢iam do:

per r = 0 ¢iuj pulsacioj samu,

per t = 0 ia kompono nuligas (ekz : kyyx + kizx = 0) kaj alia samigas (ekz : ky =
kry = kiy).

ki sin(6;) = |ke| sin(0y) = |kr|sin(dy), |ki| = 2w, k| = 22w. k* = k3 + kﬁ, k2 =
‘;’—;(ng —n?sin? 6;) ke per totala reflekso (6; > arcsin 72 |n2 > nq) estas imaga do:
E = Ejet@t—huwry—thers) — Boe—lkelr:giwl=kuwry) tig estas la amplidudo malaperas
kun eksponenciala lego tial ke se ni metas alia medio de pli granda indico oni reprenas
ia amplitudo.

2.5 Ondaj Ecoj de la Lumo

Interfero
Oni volas konsideri la amplitudo de lumo, kiu pasas inter du fendoj, sur I'’ekrano E.
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Ondaj Ecoj de la Lumo Ondoj

Gia formo estas sur la punkto P, E(P) = ‘:—11 cos(wt —kri+¢1)+ ‘:}—22 cos(wt —kra+ ¢3)
2 2
tiu ke E?(P) = (f—% + f—g + 24122 cos(g — ¢y — k(ry — 11))) cos*(wt + o) dume

(E2(P)) = 2 + 43 4 24 42 co5(gpy — by — k(ry — 1)) prefere:
2

2
Ty T1 T2

I = Il + Ig + 2\/ 11[2 COS(¢2 — ¢1 — k(T‘Q — 7”1)).

Se la faza termo konstantas (ekz: se la fonto estas la sama per ambai la lumoj) la

Figura 2.2: Paketo

termo (ro —r1) determinas la maksimumojn kaj minimumojn de la amplitudo. Simple
(gf)g — ¢1) =0do Imaks = {I(T27T1)|7’2 —r = 2Z7T} kaJ Imzn = {I(’I’Q,Tl)|7’2 —r =
(2Z + 1)7}. Pli simple se la ekrano longas (kiel se oni interponas lenson) oni povas
konfuzi la sinuso kun la tanganto. La antaiia rilato igas 7d = Qn% all n = 5.
Ceestas kondicoj en kiu, pli simple, oni vidas interferajn fenomenojn tiu estas kiam la
lumo renkontas ian medion kun indico pli granda car refraktigas kaj refleksigas. La
koeficiento de reflekso estas genere malgranda (ekz: 0.04 aere) kaj estas genere du au
tri la termoj kiuj interferigas. La vojo de la dua radio rilate la unuan estas pli granda
de ABC = 2dtan(r)sin(i) kaj la faza malfruvo ABC — AC = 2d tan(r)nz/n sin(r) —
nd/ cos(r). Do se tia vojo estas A/2(2N) oni obtenas nove la detruan interferencon
kaj se A/2(2N+ 1) la deviga (¢ar en la pasago inter medio de grand rifracia indico kaj
malgranda la redio fazigas de m, A = 2dkna/n cos(r) + ). Oni vidas ke la relacio
dependas de A kaj i ¢ar r = i arcsin(ny /nz2). Tial:

2d~2 cos(r) = ( (2.3)

(N+1/2)A ) maks
ny

(N)A min

Paketo
La interferenco estas uzata ankat por mezuri la frekvencon kaj la koheran tempon.
Ciu ondo, nature, estas produkta en finita tempo (ekz: pro la transiro inter du atomaj
niveloj) kaj devas formi |Paketo|n, konsistanta el diversaj frekvencaj (Av bando de
frakvencoj) kaj amplitudoj tion akiras la Fourier-a malkompono. La tempo en kiu la
paketo estas formata nomigas | Tempo Kohera| kaj la rilato ku la bando de frekvecoj
estas ATAv =1 al AkAx = 27 = AwAt kiel rezulto de 1&(:10) = U(k).

2.5.1 Mat: Nedermineco
Mat

() estas la onda paketo difinita per ¥ (z) = 1) cos(koz) kun —% <z < % kaj
() = 0 per |z| > %. La ondo estas terma kosinusa kaj per la ortonormaleco de la

Fourier-a bazo
Az/2
Yo /

U(k) = %/_OO P(x) cos(kx)dr = e N P cos(kox) cos(kx)dz

_ YoAx sin(k — ko)Ax/2
Vik) = o (k — ko)Ax/2

V keprok~kokaj 5= < (k—ko)aE < I sckvas ?7.
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Ondaj Ecoj de la Lumo Ondoj

Nu, oni povas autointerferi ia on-
do gin farinta perkuri du diversa-
jn vojojn, ia pli longe de la alia.
Oni povas malkovri maksimumaj kaj
minumaj de la amplitudo gis vi-

di 1&:1 du1 or;dojn disi§iataj al lI:Lhﬁ- /\v/\ /\vf\
no de la tempo aii spaco kohe-
ra. \/ \/
Difrakto Figura 2.3: sinc(x)
p Th:

rincipo de Huygens-Fresnell: oni povas konsideri ¢iu ponkton de la radio kiel fonto
kaj akiri al la onda fronto per envolvigo de ¢iuj fontoj

Kiam ia eletktomagneta ondo E = ¢*“!~%F) enkontras fendon longan kelkajn multo-
blojn entierajn de sia ond longeco lumas ankat la zono de geometria ombro ¢ar oni
devas konsideri sian ondan konduton. Oni kalkulas la kampo pluen:

. /2 .
E9) = Ae“’t/ e Fesin(0) qg — dAe*tsine(k - d/2sin(0)).
—d/2
Prenante la realan parton E(f) = Adsinc(k - d/2sin(f)) cos(wt) oni kvadratigas kaj
mezumigas sur la periodo por akiri la intenso

I = A?d?/2sinc?(k - d/2sin(6)) (2.4)

En aproksimo de granda longeco sin(f) = £/L kie L estas la distanco de la fendo kaj
¢ la distanco de la piedo de ortanto. La difrakto per cirkla fendo estas priskribita
per la Bessel-aj funkcioj. Kiam ia ondo enkontas korpoj kun dimensioj kompareblaj
kun sia ond longeco vibrigas gin kiel agas ia fortanto sur oscilanta sistemo de propra
frekvenco wy. Tiu ¢i korpoj agas kiel resonataj fontoj kaj elmetas siavice kun la sama
frekvenco wp nedipenda de la ondo frekvenco w. wg dipenas do de la dimensioj kaj
interdistanco de la korpoj. Fakte la ¢ielo estas lazura tage kaj ruga sunsubire ¢ar altaje
la particeloj estas pli distancataj kaj la amplitudo de la elektrik kampo estas proporcia
al w?, kiel estas la akcelo (#(t) o< D?(cos(wt))) ox w?, tial la intenso al w?. La termoj
rugaj estas preskat dek fojoj munusaj krom al la sunsubiron kiam la lumo pasas pli da
tempo en la densa atmosfero. La difrakto de tioma da incoheraj fontoj estas nomata
|Difuzo| dume oni povas konsideri la kazo pli priskriebla de N koheraj fendoj. La
rezulta kampo estas la sumo de la termoj de ¢iu fonto Zfi}l Ef(0)e™?, kie ¢ estas
¢ = kasin(f) = 2w /Asin @ diferenco de optik vojo, kiu oni povas esprimi

T

WNe 1 in(N¢/2
E = EfeeZT = Adsinc(k - d/2 Sin(g))%emmwnw_

Oni akiras la intenson per
sin?(Nkasin6/2)

<%(E)2> =10)=150) sin2(ka sinf/2)

dependo de la elmeta intenso pro la angulo. Late la antata rilato, la maksimo
kongruas al la valoroj de ¢ = 27n ati asin(f) = n\ per kiuj I = N2I;(0) kiam la ‘

Iy estas faze. Pmqrs estas 2mn kaj ¢min = 2m/N. La diferenco inter maksimumo kaj L’»
minimumo estas A¢ = 2ma/A(sinbpin — SinOpmars) = 27/N all sin(Oars + Ab) — bajn
sin(@maks) = A/Na do Af ~ A\/Na. Oni volas akiri al |Distinga Kapablo| sercante
ia diferenco de ond longeco dA. 6 ~ sinf = nA/a do 60 = d n/a, (n/a)dA = A/(Na)
kie d\ estas la pli malgranda diferenco videbla kaj

ﬁ =nN

estas la distinga kapablo de la difrakt reto.

(2.5)
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Diada Akordor>

Muziko Ondoj

2.6 Muziko

Oni difinas la |Tono| la frekvenco de la noto kaj |Timbro| la sono karakteriza de ¢io
strumento. Oni scias ke la frekvenco de srumento estas v = vl kie [ estas la lungeco
de la kordo ati de resonanta [tubo] kaj v estas la rapideco kiu por la kord strumento]
depenas de la lineare denseco p = m/Az kaj de la tensio de la kordo p sekvante la
lego v = /T /u. Por la aer strumentoj la rapideco depenas de la presiono kaj de la
denseco de la medio v = \/0P/0p. Fakte la presiono ne estas grava kiel la tensio car la
resonanta kavo de la strumento ampligas la fundamenta frekvenco kaj giaj armonikaj
sur Ciuj.

Poste la noto oni parolas pri la [akordo] kiu estas la superpono de du, tri ati pli
notoj. La superpono de du notoj donas diversan efekton al la [askolto], si la du
frekvencoj havas interan [rapporto|n inter ilin n/m ciu n osciloj de la unua noto la
dua faros m osciloj kaj la amplitudo de la sumo estas periodika kaj donas sono de
frekvenco vy~ = nry = muy plue la frekvenco de la aliaj notoj. Si la frekvencoj ne
havas interan [rapporto] la sono estas neperiodika kaj male Satas al la [askolto]. Pli
la rapporto havas malgrand interajn numerojn pli la suma sono donas [sensazione]
de stabileco. La (Diada Akordo) kiu havas [rapporto|n pli malgrandan el ¢iuj estas
2/3, prefere ¢iu du osciloj de la [Fundamenta La| 440[Hz] oni havas noto pli alta
3/2-440[H 7] gin faris tri foje. La Grekoj inventis modon por konstrui notojn irante de
la raportoj kun la fondamentalo. La akordado estas la defino de frkvencoj kiu elektas
la notojn [do re mi fa sol la si do] |Pitagora-a Akordado| konstrui la sekvencon de
notoj latie [1...2/3 ...2] ¢ar laie Pitagora la numero kvin ne estas perfekto kial la
perfektaj numeroj staras en la dek pukntaj triangulo. Eksistos ankati la |Tolomeo-
a Akordado| kiu elektis la [raportoj] [1...2/3...7/8 2]. En la fino de la barok-a
periodo oni inventis la |[Akordo Temperata| kiu elektas dekdu fiks intervalojn inter
la notojn [1 13/127/6 5/44/3 17/12 3/2 19/125/3 7/6 11/6 23/12 2]
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Capitolo 3

Analiza Mekaniko

Oni volas nu enkonduki al la bazoj de la Lagrange-a kaj Hamilton-a priskribo kaj
marki iliajn malsamajojn. La unua havas sian kialon en la priskribo de la aro kaj
koordinataj de la posicio kiu estas kunigitas kun la rapideco, sian unua derivajo. Pri
la Hamilton-a priskribo oni uzas du variabloj kunigitas kiel momanto unu de la alia.
Ofte la variablo estas de posicio sed ne ¢iam. Oni devas konsideri la mekanika problemo
kiel iu formulita de Newton, la forco estas F' = m& kaj ne depenas de pluajn derivaj
gradoj. Tu akcelo depenas sole de potencoj de z, .

3.1 Aroj

Oni nomigas |Konfigura| ¢io kiu rilatas al la posicio. La |Konfiguracia Spaco| estas
la aro en kiu & valoras. Kial x estas ia sistemo de koordinatoj kiel ", (r, ¢, 6); ati la
anguloj de armonikaj oscilatoroj la konfiguracia spaco estas la Cartesio-a produkto de
la intervaloj en kiu estas difinita, ekz: (0,00) x S! x S'/2 att S! x S*. Oni pensas al
¢io koordinato kiel temp dipenda kaj sercas la derivajon @& de ¢iu posicio z. La aro
de z, estas kurbo (unu dimensio) kaj la mapo ¢ — Z estas la |Orbito|. La |Faza
Spaco| estas la spaco en kiu estas difinitas (z, &) kaj la |[Faza Portreto| estas sia
prezento en Cartesio-a aksoj kunigitas en kuploj (z,%). Si la posicio estas difinita en
iu varieco sia derivajo devas esti tanga al tiu varieco. Do oni povas imagini la varieca
surfaco malkomponita per fibroj (ekz: secante la aroj de la varieco kiuj depenas de unu
sole koordinato foje) kaj poni en ¢iu punkto tangan kurbon. Oni do kreas la |Tanga
Fibrato|

TQ = {(I17x27)IN7i:17j7277j:N) € R6N|£ € Qv@ eVe TQQ}

x(x1,22,,2N) estas loka sistemo de koordinatoj ati loka imersio de U € RY.

Oni nomigas la varieco (ankati temp dipenda) ke ligas la posicio sur unu surfaco,
la |Ligilo Olonomal|, kiu povas esti imaginita kiel forcoj (& = (D, @y, Bp) sur kurbo
kiel la Frenet-a bazo) kiuj ¢ie nuligas ¢ian eksteran forcon normalan al la varieco. La
prezento de la & en tiu senco estas univoke difinita de la aparteno al la tanga fibrato.
La ligilo estas ideala si $ - @ = 0 prefere la rapidoj estas ortogonala al ¢iuj vinklaj

reacioj mode ke la vinklaj reacioj ne agas laboron per t fiksa.

3.2 Kvalitaj Solvadoj de Diferenciala Ekvacio

Pro la Cauchy-a teoremo de ekzisto kaj unikeco oni povas fari simple konsideroj pri
la ecoj de tiuj orbitoj. La Newton-a formulo F' = ma& estas prezentigebla per v = @

b = F(z,v) ail
X = (o )
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Kvalitaj Solvadoj de Diferenciala Ekvacio Analiza Mekaniko

Kie X (z,v) estas la |[Kampo].

Por koni la disvolvigo de la sistemo oni devas studi la ecoj de la ekvilibroj kaj
disigiloj. Si oni volas scii kiam la sistemo hatigas oni nulas la rapidon kaj sercas la
korespondajn valorojn * de X (z,v) = 0 kiu nomigos |Ekvilibra Konfigurado|. La
|Ekvilibra Punkto| estas do (z*,0). Cirkaiie la ekvilibro oni linearigas la kampon en
potenca serio fine al la unua termo. Do

z=Aj(z—z)+ 0@ A =0.X(z)|,

—a*

A;j Jacobi-a matrico kiu oni bone priskribas la iradon de la ekvilibra ¢irkatio. La
|Disigilo| estas la kurbo kiu kunigas du ekvilibroj sine neniam kunligi ilin sed disas la
orbitojn inter du diversaj iradoj. Oni akiras al la orbit ekvacion forigante la tempon.
La solvadoj de Cauchy-a problemo x(t; z,) : £ +0 — x(t; ;) tenigas en ia proksimigo
lz(t; ) — z(t; z0)| < e*t|lzy — zf)| ke, kaze, povas esti plibonigita.

Kiam la forco ne depenas pro la tempo la orbitoj ne intersekas kaj havas temp
traslacian invariantecon. Ci tiu permatas de difini specialan ecojn de la flukso.

3.2.1 Flukso:

|[Flukso| X : R x R" — R™, (t,x0) — ®X(t; ) := x(t; xo) 0 ®X. La flukso agas
sur la aro de inicialaj datoj.

Ecoj: I) ®F identeco II) ®X o X = &X . III) (¢¥)~! = ¢%,, IV) &X : R* - R"
estas difeomorfismo. La aro de difeomorfismoj ®;X formas grupon rilate la kompono
kaj estas omomorfa al la adiktiva grupo in R. Pro la ne-autonomaj ekvacioj oni devas
indiki la iniciala tempo ¢ar oni perdas la traslacieco q),fﬁo (o). Ne-atitonoma ekvacio
rekundukigas al atitonoma ekvacio en sistemo de R"*! sed ne eksistos plu ekvilibroj.

3.2.2 Unua Integralo:

La |Unua integralo| de # = X (x) se estas sensanga latilonge la solvado de la ek-
vacio f(z,t;z0) all f o ®X = f,Vt f(z,&) = cost = Lf = 0. Per tia valoro de
la unua integralo la solvadoj devas resti sur nivelaj aroj de tiu ¢ funkcio. La fa-
za spaco estas malkomponas lati nesangema subvarieco de unu dimensio minusa. Se
estas pli integraloj la solvadoj tenigas en la intersecio de tiuj ¢i. Estas f1,, fi, fun-
cionale sendependa se lia Jacobi-a matrico havas la maksiman rangon. Unua inte-
gralo havas lia gradienton normalan al la sistemo de diferenciala ekvacio kaj solvas
X (z) - V& = 0. De tio, oni konstruas la derivajo de Lie: Lx f : R* — R definita laii
Lxf=a -Vf= E?:iXia%if =X -Vf=x -Vf=df. Sefestas unua integralo

{f,H}zo

3.2.3 Klasado de la proksimecoj ekvilibraj lai la atitovaloroj:

Reala Autovaloroj: la armonika repusilo stabila pro A > 0 instabila pro A < 0. Oni
povas elekti baza Sanigo ke eblas diagonaligi A pro la matrico P

At
—1 A cie
y(t) =P 16 tyO = ( 62€A2t )

Oni akiras la sekvanta iperbola fasko kiu donas yo = cost|y1|§_i Ao < A\ < 0 ekvilibrio
stabila, A\; < 0 < A2 |Selo|, 0 < A\; < Ay ekvilibrio instabila. Se atitovaloro nulas
solvadoj rektas. Oni kunigas al la solvado iperbola al la parto reala kaj al tiu imaga
la rotacia solvado. Matrico kun koniuga duopo de atitovaloroj kompleksaj esprimigas

- ( Re(N) Jm()\))
=Jm(A) Re(N)
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Se la reala parto estas nula la faza portreto nomigas |Centro|. La solvadoj kun
kompleksaj atitovaloroj rapresentigas per e*xy = e**PR(Bt)P~'xzo. La ekvilibro
dirigas iperbola se PRe(\) # 0 ail elipsa se Je(A) = 0 kaj Jm(A) # 0. En la mekanika
Sanco la unua integralo konsistas el kinetika termo 1/2muv? kaj potenciala V(z) do
studinte la formo de V(x) oni akiras al la orbo de la faza portreto, kiu estinta sensanga,
valoras la rilato € = 1/2mv? 4+ V(z) = cost. Oni studas nu la aron J. = {z €
R™V(z) < e}. 0z& = VI(x),0,€ = mv. La singolaraj punktoj de € estas sekve
ekvilibroj. La faza portreto akirigas per v(x;e) = £4/2/m(e — V(x)). Eskludita
maksimume la punkto v = 0 kiu povas estis tre neregulara. Oni kunigas do la kompono
+a kun tiu -a kiuj estas simetriaj al la abscison. Late e, J. kluas, aperas au estas
punkton. La rapidoj povus atingi aii ne la absciso. dyz; = \/2/m(e — V(x)) +/2/m-
de/v/e —V(x) =dt t(x) =ty + \/%fmo dxz/+/e — V(x): hora lego, ripetinte kun

¢iuj inversio-punktoj pro kiuj ¢ — a; perdas la monotonon. |Periodo|

z-(e) dz

T() = vV2m —
2 (e) Ve—V(z)

Oni devas kalkuli la inversa de la potencialo e — x(e). |Ekvilibro Firmal se per ¢iuj
proksimajo U de & 3Uj de z|xy € U = (t;20) € U Vt > 0. |Ekvilibro Nefirma|
se ne estas firma kaj |[Ekvilibro Asintota Firma| se limy o (¢;29) = x. Asintota
firmeco kutimigas en disipaj sistemoj neeble por tiuj konservaj.

3.2.4 Metodoj Lyapunov-a

Oni utiligas funkcion, Lyapunov-an nomatan, por studi la ecoj de la ekvilibra proksi-
meco. Se Lx -W(x) =0 x firmas, se Lx - W(x) < 0 do asintote firmas. La aroj de
subniveloj {W(x) < ¢} = W, formigas bazo de proksimajoj. Spektrala metodo: Oni
ercas la aiitovaloroj de la Jacobi-a de X & = Xax 09X (x). Se ¢iuj atitovaloroj
havas parto reala nea x estas nefirma, se atitovaloro estas nula oni devas konsideri
ankatl la termoj de pli grandaj gradoj.

3.2.5 Frenet-a Bazo

Arka parametro s — y(s) v:R —R" |dy(s)| =1 Vs € R. |Frenet-a Bazol:
e, = dgv,en = pdse, per p := ’dSeT(s)’ kaj ey = er X ey. p(s) normaligas dse, kaj
nomigas radio de ¢efa kurvado. & = Se, + sdie, = de, + §2dse, = Se; + Sdeen.
Newtown-a ekvacio ms = f(s, ) + ¢, ms/p(s) = fn(s,8) + Pn 0= fi(s,$) + Pp.
|Glata Ligilo| < ®, = 0.

3.3 Lagrange-a Priskribo

Oni imaginas movantaj partikloj sur ligilo. La koordiantoj de la posicio kaj rapido sur
la varieco estu

| erY B . Ofien. o)
g:(Z1,,7n) = (21,,7) =2 §= Ofi@r,an)
= (fl(xlnl'n),,fn(l'l,,xn)) - ZZ 8$j

kie n estas la dimensio de la varieco, minusa de N. La kinetika energio, kiu oni
difinas kiel sole definika de kvara termoj de & ¢ar la aliaj partas al la |Potencialo
Generaligita U(z, &) :== Uy () + Uy (z, &) + Us(z, &), estas do

Togm s Togmgg =y (n YN g s

<ISfera Koordinatoj



Centra Kampol>

Lagrange-a Priskribo Analiza Mekaniko

= (x,y,2) x==(r,9,0) g=(rcose¢sinb, rsingsinb,rcosb)

cos¢sinf —rsingsinf rcos¢cosl T
g=| singsinf rcos¢sinf rsin¢ocosl 10)
sin 6 0 —rcosf 0

La determinato de la Jakobi-a esta |.J| = r?sin 0.
T=1/2m(@? + 9% +22) T =1/2'A

10 0 i
A=m| 0 r%sin?6 0 = | ¢
0 0 72 0

T = 1/2m(7’°2 +72 sin? 9@2 +r292) ke privigas la ortogonaleco de la polaraj koordinatoj.
Oni introdukas la |Lagrange-a Kompono de la Ekscito|

9g

Lz @t) = Eg(@), g(&).t) 5 -

|Akcelo| a = (i—r¢?)é,+(2¢d+r¢)éy. (Centra Kampo) m(2i¢)—rd?) = —k/r?,m(2¢ ¢+

r(b) = 0. Energio kinetika T'(q,q) = %MW(q, q)W(q, @) Komponoj Lagrange-a de la

ckscito T'(q,q) = 3qA(@)q  aij = M3, X0, X  £,(q.q,1) = F(X(q),W(q.q).1) -
04, X(q) di04T—0,T =£&; £;=-0q,V L(q,q,t):=T(q,q,t). Sela Lagrange-a
ne sekvas de iu koordinato lia konjugita momento estas unua integrala. p;, = O0qL,

O0qL =0, p; = cost. Oni finfine akiras la |Lagrange Euler-a Ekvacio|
de0gL — 0qL =0 (3.1)

Lagrange-a ekvivalenta L(q, q,t) + Zfil 0q,F(q,1)q; + 0, F(q,t) kondukas al la sama
Lagrange-a ekvacio kaj lia imaga kurbo ¢ — g(vy(t)) estas solvado de la Lagrange-a
ekvacio. Ia ekvilibra ekvacio estas pro 94Vo = 0.

Th: Th de Lagrange-Dirichlet:

Per L(q,q) =T2(q,q) — Vo(q) — Vi(q, q) temp-sendipenda, se Vj havas ia stringa
minimo en punkto g*, do g* estas firma ekvilibra konfiguracio.
Se L estas temp-sendipenda la asintota firmeco estas neebla

3.3.1 Linearigo:

A(g*) + V"(q*)(g — ¢*) = 0. Lau ia Lagrange-a kiu havas en ¢* punkto de stringa
ekvilibrio de V kaj sekve la Hesse-a V" (g*) plusa definita do la linearigaj atitovaloroj
Ag* estas pure imagaj kaj ne nulaj kaj la linearigaj ekvacioj havas generala integralo
q(t;c,0) = q*+ ), cicos(w;t+9;)u; nomigas normala atitovaloro de A(q*) = V"' — AA.
L=3qgAq—V(q). Linearige

A@)a+V'@)a-a)=0 A=(_, Sy )

pro A1,, A, atitovaloroj de A_1V". La atitovaloroj de A estas

wit=VEEN) (§)=Ma) (T T
Car la Hesse-a estas plusa definita wy; = £v/=X1,,w, = £vV/=X\, q(t;c,0) = ¢* +
>, €icos(w;t + 6;)u,; pro u,; ai tovektoroj de A_1(g*)V"(g*). V" — XA oni permesas
ne kalkoli la inversa de A. Ia Lagrange-a pro n = 2: se wi/wy estas racionala lia
movo]j estas periodaj se neracionala neniu movo estas perioda. Se wy /w2 € Q nomigas
resonanta. Se la oscilatoro estas ne risonanta la nivelaj aroj de la dua funkcionoj
Bi(q1,41) = 3(¢1 +wiai)  E2(g2,d2) = (g2 +w3g3) estas densaj en la toro.
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3.4 Variacionalaj ecoj

|Akcio| oni diras ke ia diferenciala mapo ¢ : R" xR — R" (g, a) — ¢(q, @) := ¢u(q)
estas akciono de R sur R" se I) ¢p : R" — R" estas identeco II) Va € R¢, :
R" — R" estas difeomora III) Vo, ¢ap = ¢a © ¢p3. Generatoro infinitezima de
la akcio €(q) := 9,¢(q,0). La akcioj estas ekzemple la rototraslacioj kaj la fluksoj.
Ia Lagrange-a estas invarianta sub la akcio de L(gba(q),anga)(q)Q) = L(q,q) kie
(q,q) — (gba(q), 0q9a(q)q) estas la levo de la akcio al la tanga fibro.

Noether-a

Nother-a Se la Lagrange-a L(g, q) estas nevarianta sub la akcio de ¢ nu la
Lagrange-a ekvacioj havas unua integralo I(q, ¢) := Zfl:l €;(a)pj(q, q) kie § estas la
infinitezima generatoro kaj p; = 0;, L estas la momento koniugata al g;.

La ignorebla koordinato estas longe la orbitoj de la akcio. Rouht-a ridukcio Béw =

0e0eL #0=7(Q,Q.€) =c  &=u(Q,Q,7)
L?(Qa Q) = (L(Qa Qvé) - C€)|E:u(Q,Q,C)

Ta funkcionalo de nefina dimensionala spaco estas derivebla lau Gateaux en ia punkto
v € T se la derivajo dyJ[y+ 1] € R ekzistas Vi € T'g. Tia derivajo nomigas |Variacio
ati |Gateaux Derivajo| de .J en « en la direkcio de 7. 7 estas stacionara se la variajo
de J[v] nulas. Hamilton-a principo: estas L : R™ x R™ x R — R diferenciebla funkcio,
~ igas stacionara la funkcionala Jy, sse estas solukcio de la ekvacioj d;0qL — gL = 0
de Euler-Lagrange. |Akcia Funkcionala| asociita al L

t1

Jibl = [ L4, 0
to

Longeco de ia kurbo: I[¥] = ttol |dt7y(t)‘dt. Ia geodetiko igas stacionara la longenco

inter du punktoj. |Metrika Matrico| g;; = ain(q)aqu(q). G(q) plusa definita.
|Geodetiko| 7(q,q) = gG(q)q. Neceeste aktivaj forcoj la movoj de ia punkto ligata
sekvas la geodetiko.

3.5 Hamilton-a Mekaniko

U aperto de R™ de koordinatoj (p,q) funkcias regole v — R". La |[Hamilton-a
Sistemo| de Hamilton-a H de 2n ordinaraj ekvacioj diferencialaj

p=—0qH q=0q4H (3.2)

q estas la koordinato posicio dume p estas tia impulso. n numeras de la gradoj de
libero dume U estas la faza spaco, la flukso ® grupas en alitonoma sistemo. Se Z(t)
estas parta solvado de la ekvacio &(t + s) = &'(1).

Liouville-a
La flukso plitenas la mizuro de Lebesgue en la faza spaco. Se la sistemo estas
atitonoma konservigas la energio d;H = 0
H(®%(p,q)) = H(p,q) (3.3)
kaj energaj surfacoj estas nevariantaj Se = {(2, q) €U|H(p,q) = 8}
genere
d:H = 0.H (3.4)
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Hamilton-a Mekaniko Analiza Mekaniko

Sistemo na autonoma prezentigebla per sistemo atutonoma de n + 1 gradoj de libero
enponi variablon kiu parigi la koordinata numero.
|Legendre-a Trasformajoj|

p(q,9) =04L  H(p,q)=p-a(p.q9) — L(a(p.9).p) (3.5)

En la Hamilton-a mekaniko

f={rnu}=aoypaq

OpP + 0gq
o~ 9P T a4

)

ail genere f = {f, H} + 0; f|Lie-a Derivajo

Trasformajoj Kanonikaj
En Lagrange-a mekaniko trasformajoj estas punktualaj ¢; = g; (g, t) dume ¢ = 9

w: U — U. Xy vektora kampo asociita al Hamilton-a H

Xpg = (—0gH,0,H) = Eo, H

tiexZ(Paﬂ)aE:((]% _OH)

H=How  H(pq) =Hwpq)
Trasformigas oni H kaj sekve trasformagas funkcioj trasformataj. Do @4 ow = wofl)?{

Dy U — U. Ekzistas diversaj modoj de verifiki kiam trasformo estas strekte kanona
all Hamilton-a feras al saman ekvacion.

I Xpow=JXy
II Trasformajoj simplektikaj J 'EJ = E
IIT Konservu la [parentesi] Poison-a {ui,vj} = 0j;

IV Lie-a kondico pdg = pdq + df kiam la unuformo de Liuville pdgestas ekzakta.

DH=How 8, =J0 9,H=09 =How Xpow=JXzI)Xy = Xg
Xy =Ed,H 0iH ='J8,H J 'Xpow=Ed)iH =E'Jd,How. La trasformajoj
ne strkte kanonaj havas la samaj Hamilton-aj ekvacioj sed ne plu valoras H(p,q) =
H(p,q)ow. )

La trasformajo (p, q) + (r cos @, rsin¢) ne estas kanona car ne respondas al la
kondicon supre. Oni do konstruas kanonan ian (p,q) — (v/2Iw cos ¢, /21 /wsin ).
En la armonika oscilatoro la Hamilton-a simpligagas H = I kaj la elikso de la faza
spaco farigas cirklon.

3.5.1 Funkio Generila

Oni uzas metodo pli simple por akiri la ecojn de la trasformzjoj; tiu metodo simplifikas
la kalkuloj ¢ar ne uzas la trasformaj funkcio de koordinatoj.

Oni povas uzi iu fukcio S(g, §) per kiu se valoras la invertebleca kondico 9,045 # 0
kajp = 0,5 P = —0;5 definas trasformajon loka w : (p,q) — (,4q).
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Perturbata Metodo Analiza Mekaniko

Simile valoras S(p,q) kiu defininas iu trasformajo kanona w : (p,q) — (p,q).
La probo de la kanoneco estas pravita de la kondico Lie-a montrita per la identeco
945(q,4)dq + 035(¢, §)dg = dS(q, §) sciante ke ¢ = v(p, §).

qa=A@G) p=udq ulp @AGdi—pdi="df (‘Au—p)="df 'Ap—p=
a(@) p='A"'(p+a(@)
Al oni gravigas la trasformajoj kiuj estas proksime al la identeco au la identeco pli
perturbacio S(p, §) = pg + €S(p, D, €)

3.6 Perturbata Metodo

En la Hamilton-a kazo
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Capitolo 4

Malvasta Relativeco

4.1 Geometrio

Poste la dekovro de Michelson-Morley [1887] ke la lumo havas la saman rapidecon en
¢iuj refer rilatoj la concepto de geometrio Sangis car estis grava korektigi la legojn pro
rapidecoj kiu estas afektigitaj pro tiu korektado: v > ¢/7(10%).

Oni devas konsideri kiu la spaco kaj la tempo ne estas la samaj por ¢iuj observatoroj
sed la unika grandeco konserviganta estas la spac tempa intervalo. Oni plitenas la
postulo de omogena kaj isotropa spaco kaj oni volas pliteni la Newton-a legoj sed en
tiuj kondicoj la fizikaj legoj trasformigas per diversaj trasformagoj.

Oni devas nun defini ia laticela metriko.

4.1.1 Mat: Metriko
Mat

La skalara produkto inter du vektoroj estas la produkto de la komponoj |kontrativariantalj
de la bazo {xg, 1,72, 73} kaj tiuj |kovariantalj de la reciproka bazo {z°, 2!, 2%, 23}.
La vektoroj kontratuvariantaj trasformigas en kovariantaj latie la relacio

vt = g,
kie kiam du simbolik indicoj (unu konvarianta, la alia kontrativarianta) estas repe-
titaj oni intendas la sumo de ¢iuj komponoj fine la saturigo de indico. Ia matrico
estas prezentita per A¥, kie la proksima indico p estas la numero de la rigo dume la
malproksima v la kolono M - N = M¥,N¥, = O" . La indicoj repetitaj saturigas:
AF o = 213/:0 Atput = vV, Ci tiu eksprimas la |Einstein-a Konvencio|n. Kie oni
skribas A,” oni intendas ke la indekso maldekstre referas la rigoj kiam tiu dekstre
referas la kolonoj. Ia genera metriko estas prezentita per:

G=gu G =g (GG, ¢ =1 g"g,, =0,
p

|Matrica Notacio|

A.OO A.Ol ..
g =G ' = bt = (29, 2!, 22, 2%) AzA“V=< , , )

8 8 8 8
w N = O

La termoj g, estas la aplikajo bilineara asociita al ia metriko. En la ordinara
vektora spaco la metriko estas difinita g; = 0; |Kroneker-a 4| ail la identeco I. La
tensora produkto konsdideras la trasformajojn latu la propra metriko. La distanco
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segmeto estas vds? ail

goo go1 9oz 9o3 ds®

1

dsf? = ds” -ds, = ((ds® ds! ds? dsP ). [ 00 9u gz g | fds)
go2z g12 922  g23 ds

go3 913 923 933 ds3

kie gi12 = g1 = a1 -az = as - aj. Se cos(al,az) = (a1 . 112)/|(11||112| = 0 gz;ég = 0 .
Se a; estas la bazo per la ordinaraj vektoroj kun z* siaj komponoj tiele ke * = a;a*
kaj u* sistemo de koordinatoj, ia bazo povas esti prezentita per

ox; oxt dx™ ozt 9zt

a; = —x; =04 =Q; O = —— —— LTy, = —— ——
Y Qut i = 9ji LT Qut Gud ™ Out Oud

kie g;; estas la |Gram-a Koeficento|. La Gram-a koeficento povas esti vidita kiel

dr d
921 = g12 = v/g11922 COS(al,az) g11 = (%) = |a1|2

Vv

ds nomigas |Intervalo Spac Tempa| kaj estas la mizuro inter du |Eventolj:
fenomenoj kiuj alvenas en certa punkto de la spaco en la rilato S de koordinatoj
(x',22,2%) = 2% en ia tempo en la spaco (z°,2',2%,23) = 2#. La intervalo de la
luma radio estas la unika isotropa vektoro (ds)? = 0. Radio kiu movigas tra é, havas
dz? =dz3 =0 (ds)? =0 = goo(dz?)? +2g01dz’dz? + g11(dxt)?. ¢ =da®/dt  (goo+ Aldone: dz® = cdt = dz?
2901 +g11)dz® = 0. Se la lumo propadigas kontraiie (tra —é,) (goo —2g01+911)dz" = 0.
Suminte kaj subtrahinte la du ekvacioj oni obetenas goo = —go1  go1 = 0.

- Pro isotropio de la spaco goo = —g11 = —g22 = —¢33 kaj go1 = goz = goz = 0.
- Pro ortogonaleco de la spaca bazo g12 = ¢g13 = goz =0

Genera lum radio havas

3 3
(ds')* =0 = Z gz da” = goods® + Z gudrtdz” = goo(ds)?
pur=0 pF#V

goo pro la omogeno de la spac tempo depenas de la rapideco inter du rilatoj sed pro
isotropio ne dipendas de x sekve, de la direcio de la rapideco, sole |v#|. (ds’)? =
goo(|v*])(ds)? kontraiie (ds’)2goo = (Jv*|)(ds)? do goo unuas.

Spac Tempa Intervalo Th:
La spac tempa intervalo nevariantas por trasformajoj inter rilatoj inerciaj
(ds’)? = (ds)?. ®

Nun oni povas defini la |[Minkovskij-a Metriko|

1 0 0 0
0 -1 0 0
G=gw=149 0o -1 o0
0 0 0 -1

Inter du rilatoj S kaj S’ (ds)? = (ds’)?. La spaca trasformajo € SOy estas

cos¢p sing
—sing cos¢
si oni ponas x° = 1 kaj (ds)? = — Zle(dxi)2 la lineara trasformagjo tra é, per fiksa
tempo kaj spaco

z! = cos px? + sin g’ 2 = —sin ga* + cos pa! (@2 = (@'")? = (2°)% = (21)?
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Per la relacioj cos¢ = Chip  sing = 1Shig. Nun 12’® = Choiz® + 1Shoxl 2/ = 0 =14
1Sh61x° + Chhz'. Uzinte z' = B0 ' /20 = —3 = ShO/Chh. Per Ch*0—Sh*0 =1  per cx! — —pa?
1—Th* =1/Ché
Cho =~ ShO = ThoSh = — B~

do la |Lorentz-aj Trasformajoj| estas

t

vy =By 00
-By v 00 v 1
AM = 6 = — ’y = ———
v 0 0 1 0 c /132
0 0 0 1

Trasformajoj inter du movaj rilatoj estas priskribita en iperbola spaco dume en statika;
latie la bone notita trasformajo cirkla.
4.1.2 Grupo Lorentz Poincaré-a

4.1.3 Mat: Grupo
Mat
La |Grupo| estas ia aro § donita de

- Lego de interna asocia kompono: ¢

- Malfermeco: se g1,6° € G = 91092 € G

- Identeco: I € §

- Inversa ene en G por ¢iu elemento de G: g, g7 € G gog ' =1€CG

La Poincaré-a grupo trasformigas vektoron por traslacioj kaj rotacioj aplikante la
Lorentz-aj trasformajoj kaj traslacio.

Tt = A 2" + a*
Oni povas fari ion da algebro kun la Lorentz-aj matricoj

A=GAGy =g, Ng7 =N} =AY, AN, =00
]\GA =G= A#VgpoAa# = 9uv (Auu)_l = Auu

La duplo {A, a} difinas la grupon kiu havas sian komponan legon {A1,a1}o{As, a2} =
{A1A2,A1a1 + az} kaj sian netitran eron {I,0}. Si oni ponas a* = 0 oni havas la
Lorentz-an grupon. De la relacio det G’ = det(fAGA) = det? AdetG oni havas
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Procesoj en Relativeca Mekaniko Malvasta Relativeco

det? A = 1 = detA = +1. Oni vastigas la Lorentz-an grupon en kvar komponoj
konektitaj lai T) Ll := {A|det A = 1,900 = 1} (nomata la Lorentz-a propra gru-
po II) L := {A]ldetA = 1,600 = —1} III) L] := {A|detA = —1,g00 = 1} IV)
L= {Aldet A = —1, o0 = —1}. Por ekzemplo estas gravaj la matricoj de (Pareco)
€ L' kaj de (Tempa Nevariacio) € L

-1 1
-1 1

tiu ke PT = —I Empirike eksistas sole la konservo de C'PT ¢ar la fizik legoj ne estas
nevariantaj por tempa traslacio kaj pareco (violacio de Lee-Young [1957]). La fizik
legoj estas nevariantaj sole per la Poincare-a propra grupo.

Kvargrandecoj

Kvarskalara: ¢ (z') = ¢(z) ¢(A~'(2/ — a)).La kvarvektoro A* = A A" povas
esti kontraiivarianta kaj kovarianta A] = /AX”#A,, A”# = gupN,g°". AM(z) =
A" AY (A=Y (x — a)). Tu kvarskalara ne Sangas sub Poincaré-a trasformajoj. Pseiid
tensoro de unua speco 7'+ det(A)A*,A¥,T* Psetido tensoroj de dua speco T
sgn(A¥))sgm(AY )A* AV TP? A, BF = AFB, kvar skalara 0, kvargradianto ko-
varianta 9]¢/ (x') = A,70;¢(z) La ekvacioj en la tensora [formalismo] dirigas kon-
tratvariantaj al vido.

Spac Tempa Ecoj

La trajektoro en la spaca tempo estas z*(7) kie T estas la propra tempo de la sistemo.
ds = /1 — [32 estas nevarianta per traslacioj. Oni volas obteni la rapideco u* =
dsz? = (¢, vy, vy, v;)7 kiu estas kvar veltoro ¢ar ds estas nevarianta kaj z# kvarvektoro.
De la relacio cdt = x oni trovos ¢iam komponanton depenan. Si oni volas trovi la kvar
akcelerado
) 2
c“a* = dgut = d—SQ:v“ =~d; ((c, Vg, Uy, V2)7Y)
Pluen v’u, = dsztdsz, = dss = 1 ds(wu,) = dol = 0 = dsuu, + vtdsu,
= atu, + uta, = 0. La kvarimpulso p* = emu*

0_ m mc TaLlor ’ITLC(1+ E’U_2 —i—O(é)) _ m02 n lmv_2
C (& C

p e = /—1_52 2 2 2

p°c estas malegala al la kinetika energio per mc? kiu ne povas elmeti éar tiu kompo-
nanto devas esti ne variata per Poincaré-a trasformajoj kaj en la procesoj inter izolitaj
sistemoj la relativeca energio ¢iam konservigas. mc? povas trasformigi en energio.
Kvarforco F* = mc?a*. Oni povas vidi ke F Hu,, = 0 do la energio konservigas se la
eksternaj forcoj estas nulaj. d,& = Fv F° = Fiy; F9 = (0sseF" = 0.

4.2 Procesoj en Relativeca Mekaniko

4.2.1 Kvar impulso

Defalo m1
m
%
m — mi + mo m
kvar impulso p#. Oni povas konstrui ian nevarianton: ptp, = m2c?  ph Doy =
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&1€2/c? = p,p, nevarianta. En la rilato en kiu m; estas ferma & = \/m2c* + ¢2p?
Pipoy = 1/¢% - mic?\/mict + p3c? =ph'pa, = miy/mict + ¢2p? = mymac®. La masa
centro estas latl difino la rilato pro kiu p; + p, = 0. Ci tiu rilato estas ¢iam alirebla.
Se V*# kun la eco V#V,, > 03S|V = 0. Oni orietntas la aksoj pro ke V' = (V;,0,0) =
V@ —V2=0= |vg/vo| = 1. Oni realigas Lorentz-a trasformo £ = vy /vy v = (v,0)
v =0 (p1 +p2)? =f* rilate la masa centrof= 1/c*(&; + €2)2 — (¢1 + (2)2c%. Car la
sistemo estas izolita

Pt = pl +ph, (4.1)

O0=gt=dip* =0 (p1 + p2)? monigas nevarianta maso. (p1 + p2)? = 1/c(&1 +
&) Cr=+/cpi.+m?/ict (pI4p3)’ = (mit+me)Pct p?P =mP = m>m+

my. Partiklaj energio en la masa centro. mc = 1/¢(&1 4 €2)x = 1/c(y/mic* + pic? +
Vmict 4+ pic?). = (me — /p? + mic?)? = (m3c? +p?) m2c? — 2meé€y/c + p? +
mfc2 + p2 + m%c2 + p2 =
m2 +m2 — m2
g =t 2 4.2
L=c 2m (42)
&y = A2(m? +m3 —m?)/2m, |p|l. = 1/c\/E2, — m2Zct = 2 /4m((m? + m? — m3) —
4myms). Ne eblas determini la valoro . Rilato en la laboratorio S, en la masa centro
Seo o = A (M +m3 —m?2)/2m  |p|. = /€2, — m2c2. En la laboartorio la eblaj
valoroj de la impulso estas denterminonta. M movigas kun rapideco v

Em = ymc>. (4.3)

Oni orientas la aksojn (z,y) en kiuj plano igas la defalo tra v. La laboratorio movigas
kun rapideco —v rilate la masa centro. p.. Piny = P+ €08(0sa)  Puay = Px sin(Byq )

o = '7(8*04 + V/p*a;p) = 7(8*1 + Vp* COS(H*Q)) Pax = ’7(p*o¢m + B/CE*Q) =
V(ps €08 Oia) + B/c€sa Pay = Dray = P+SiNb0iq  Paz = Prar = 0. La unika nekonata
estas @/,. Por determini la relazion inter ¢/, kaj konatajoj uzigas

2
(nﬂ _ égm) — pia cos? 0, Day = P« sin 6, (4.4)
Yy C
A A
d<s_x d>s x
— -

do oni akiras al ekvacio de la elikso per la variantaj (ps, py) Paz/Y — B/c€)*a> +p§y =
P, all
1 B 2 Dayn2
Pax — ’7_8*01 + (— =1 4.5

) 45)
kiu provizas la valoron de la centro (d = 3/c€.a7,0) kaj la maksimuma angulo pro
kiu la partikloj ne povas pluiri

6 CPx Vs

d= 2780 > 50 = VDs — 4.6
VExa > 82 =P B>8m ; (4.6)

Angulo

Distribuo de Energio por la Partiklo de Defalo
N  Partikloj, defalas AN por energioj inter & kaj & 4+ ACE.
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dN — ¢&,€& 4+ d€ havas sia funkcio relativa
dAN/N(&) = dx(&) p(&) = dex(€) pEdE fra-
kcio de la partikloj kun origino en la laboratorio
inter &, € 4 d&.

phit+dphi*  En la masa centro la probablo de transigo df2
Os, Ps + dps 0,0, + db, estas nedipenda de 0,
kaj ¢ dy = dQ/Qior = dQY/4m.
dy = g/4mdg.dcosf, dy = gdcos, 6.(&)
& =7(E« 4+ cfp.cosb) &, ps, [ kostanta.
Diferenciante d€ = c¢fyp.cosb. p(E) = dex =
deos 8. x(0+)1/(cByps) per rotacia nevarianco oni
povas integigas en ¢..
En tiu ¢ kazo estas nedipenda de €. Car

Emaks
/ p(€)dE =1
&

se p(€) ne dipendas de &

1
Y20«

Smaks = ’7(8*(1 +V- p*oz) Emin = V(S*Oz -V p*oz) = (47)

Kolizio Elastika

Konservo de la kvar impulso. Estas nevariantaj relativecaj I) La skalaraj produkto]
p?=p2 pl=pl=mi p3s=p=m3 pip2 Piph p1p} -..Sek variablo kaj kvar
konservoj kial du nedipenda variabloj p1 +p2 = p} +p5. |Mandelstam-aj Variabloj|
s=(p1+p2)? D} +p3+2pip2 =+ p3 + 2piph m3 +m3 + 2piph
t = (p1 — p})? = (p2 — ph)? Transfero de la kvar impulso p}p; = phpa

n= (Pz —pll)2 = (Pl —plg)2 Pzpll = P1Pp2

Oni postulas (2) senmova en la rilato de la masa centro |p,;| = |P.s| E1x + 14 =
" + &1, ko varianta en p, = p. = pl,

s = (p1+p2)? = md 4+ md +2/p2 + my/p2 +m3 = p?

(&1 +&2)* = (VP2 +m3 + /P2 +mi)? = (m1 + ma)?
t=(p1—p))? = (&1 — €1,)* — (P, — P1)* = —2p2(1 — cos ) <O

. Kalkulo de s kaj ¢ en la laboratorio. La impulso de la partiklo (2) estas 0 p, = 0
€2 = mg. Pro la energia konservado: € +my = & + &L = my — &, = & — &
s=(p1 +p2)? =m?+m3+2E my

t=(p1—p1)* = (p2 —Ph)* =2m3 — Emy  pi(mF + m3 — 2&1my) = m3(EFmT)

p = (m2(E2—m2))/(m2+m2—2E1my), konata pi, oni eltiras €,; = & —p? /ma(1—
Cos X).

81 (m% + m%) + 2m1m2 8’1 i — 111 8’1 2
& min = Slmin — M C1x 0 _ '
! m?2 +m3 + 2E1ma &1 —my E1x (&1 = m)(my = ms)

En Relativeca kazo €, povas esti arbitre granda. En tiu ¢i esprimo ne aperas mo kaj
tial la transigata energio povas esti granda ankati se m; << ma. [...]
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Mat

distribuol>

<, > Skalara produkto

i 8 — /J1 /i2
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Maxwell Lorentz-aj Ekvacioj en Kovarianta Formo al Vido Malvasta Relativeco

. Trovu la geometera limito korispondanta al ¢iuj valoroj de p|  p), en la laboratorio.

De la impulsa konservo p = p; + p, analoge al defalo p, & =1,2. paz  Pay;
! 2
" 1-— e
1:p2y+ 2 (g — — —)
Di pa \/ 1-— ’U8

v = [p1+po/(E14E2) = [p1](E1+ma) = v, p2 = (M3(EF—mI))/(m3+m3+2E1m2)

4.3 Maxwell Lorentz-aj Ekvacioj en Kovarianta For-
mo al Vido

De la nerelativecaj Maxwell-aj ekvacioj oni scias ke E = —V¢ B =V x A kaj simile
al la aliaj kvarvektoroj oni volas krei A* = (¢, A) unika potencialo de kiu obteni ¢iujn
kampojn kaj montri kiu estas kvarvektoro. Do oni difinas la [Kvar potencialo| de
la elektrik magnetik kampo. Lati V x (V-) = 0 la kvar potencialo estas difinita krom
VA, prefere, A kaj A+ VA aldonas la saman kampon B |Gauge Nevarianteco|. La
kampo estas do donita per la relacio

FI = ghA” — 9" AV

Oni obtenas do B! = F% = 9°4 — 9°A° = 9°A — V¢ kaj Fi/ = 9'AJ — 91 AT =
Eijkl(r“)kAl = EijkBk do

-E, -E, —-E,
r_ E., 0 —-B., By
E, B, 0 —-B;
E, -B, B, 0
La |Elektromagnetika Tensoro| estas do antisimetrika F** = —F"#.

4.3.1 Maxwell-aj Ekvacioj

Oni povas obteni la Maxwell-aj ekvacioj per €,,5,0" F*7 = €,,5,0"(0"hoA7 —07 AP) =
€uvopOt 0" hoA — €,,5p0" 07 AP = €5, 0" 0" h0AT + €,41,pa OV OP A% = 2€,,,pe OMOP A7 =
0 car estas la produkto inter ia tensoro simetrika 0#0" kaj ia antisimetrika €,,qp.
Devolvinte €%759, Fj), = —20,B' = —2VB = 0 kaj €"/°0,F,,, == 2(0,B+V x E) = 0

4.3.2 Mat: Distribuoj

La distribuoj estas partikla klaso de funkcioj, konstruita por ekzemplo sur C(R), de
una sukcesio de funkcioj LP(R) (distribuo)

por=Se[- L wesm = aly- (2

n
. Ifalloe = 5

La f, estas funcionalaj ne limitaj kaj linearaj sur LP kun p koniugo de q. Lineara
funcionalo f de D estas distribuo sse plitenas unu de tiuj ekvalentaj relacioj: I) La
sukcesio numerika {< f,,, 7 >} iras al nulon per ¢iu suksecio {m,} konvergante al la
nulon de D(U) II) Per ¢iu aro [kompatto] K en U eksista intero s > 0 kaj plusa
kostanto «y, tiu ke

< fir>[<ar Y pijlm)

l71<s

V€ Dk(U)

kun s ordo de la distribuo kaj pi;(¢) = sup, ¢ x| DLo(2)|.
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f nomigas distribuo asociita al la funkcio ¢ kiu estas nomata denseco de la distribuo
f. Se ¢ eksistas la distribuo estas regolara, sigulara [altrimenti].

De tiu oni povas vidi ke la distribuoj devas havi iu funkcio 7 kiu estas funkcio de
la |[Spaco Proba| 8§ pro kalkul ilin. La |Funkcio Probal estas funkcio tre regulara
kiu iras al nulon al la senfino pli de iu ajn potenco, prefere siajn derivajoj konvergigas
¢iuj.

Pro ekzemplo oni povas kalkuli la derivajo de iu distribuo pasinte la derivajo sur la
proba funkcio

oo

® = < 00> (1) = 0- < £,0,6 > (a)
La pli uzita distribuo estas la |Dirac-a 4| kiu esta ekstas eksprimebla
- Fourier-a trasformo §(t —t') = [ dwer t—t")

- “Salto” de la polo Vzﬁ = —4nd(x —z’)

< Opf,m > (x) PR [l

- Simbolika funkcio

La Dirac-a § estas ankafi uzita kiel derivajo de la karakterika funkcio kaj pro eksprimi
la parto principala

4.3.3 Lorentz-aj Ekvacioj
4.3.4 Trasformajo de la Kampo

4.4 Ekzercoj

(Reacio) y+T —=p+n+n
Oni sercas la energio de sojlo kial la proceso igas. T' senmova en la laboratorio. p*p,,
estas ne varianta kaj la kvar impulso konservigas: (p, + pr)* = (Pp + Py +Pn)* =
mg + 2mfL + 2ppPny + 20pPn, + 2Dp1Pny =2 mg + 2mfL + 2m,21 + 2mpmy, + 2mpmy, =
(myp + 2mn)2 (pp + pT)2 = (mp + 2mn)2 + (&4 + ‘ST)2 —(py + pT)2‘lab == 8»2y +
2mr€y — €2 + mj,

(mp + 2mp)? — m7

Esojlo = 4.8
5l 2mT ( )

(Defalo) t—pt 4,
my = 140MeV  m, = 106MeV m. = 0,51MeV. e,ve,u,v,. La 7 estas formata
de e kaj pu du quark.

1) La maksima angulo inter 7 u:
d= 781Lv UV ="vr Omaksd s€

vy, (4.9)

Ur = pr/Ex = pix/\/m2 +p2 = 1/\/1+ (ma/pr)? =~ 1/\/1+1/16 21— 3

1/16 ~ 1 —0.03 = 0.97.

p? = A /Am2((M? +m? + m3) — 4M>m?) (4.10)

2 —mp?)/4m?
Pl = (m2 —mpuu?)/(2mg) v, = p' /P +mE = (m2 —m)/2my - ((mF —
mi)2+4mimi)_% 2my = (mi—mi

angulo v}, <v  sinbpars = P),V1 —v2(vmy,) = (m2 —m?)/y(2mavm,,).

!
M —=mi+ma M-mr; mi=m,=0 ma=m, p* =

)/ (mz~+m,) = 0.27 Eksistas la maksimuma

/ m2 _ m2
Opmaks = arcsin ( ® ) = arcsin (u ) (4.11)
L MaPr
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Ekzercoj Malvasta Relativeco

IT) La energia intervalo en kiu oni trovas u:
€u= (&, +Bp,cost)y  Emaks =v(/PE +mE £vr-p') v=p,/\/mZ+p2
p; = (m721' - mi)/?mﬂ Emaks,min = 1/2mgr((m727 + mi)\/ Pz +m2 ipﬂ(mi -
mig) , (1 —vj) = ﬂ;ﬁ/(mijpi)z) 7=V m2 +pZ/my  pp+my = (my+my, —
2mzmy)/am: +mi = (mz +mg)/4mz.

/2 2 2 2 2 2
8maks min — Mo + Pr (mﬂ— A mu + Pr . Mo mu) (412)
' My 2mg V/m2 + p2 2my

290MeV < €, < 500MeV

IIT) la Probableco ke |p,.| estas komprena inter 400 — 450MeV/c:
La probableco estas kostanta energie

_ Eulpu = 450MeV) — €, (p, = 400MeV)

. 4.13
87nak:s - szn ( )
Reaciol>
(Reacio) I) 7 —~v+~ II) y+p—p+a° II) 7°—~y+y
I) Determinu la energio minimuma ke havu 7° en la reacio I) en K por ke la defalo
produkto lokagas la duan reacion.

pp=0 (&k +&p)% — (p, +pp)2 == 8; + m?Y +28,my =&, my =0=|p,| =&,
Esojlo = (m(my + mx)? —m3)/2my. En la masa centro |p,,| = |p,o, |, Per
la energia konservo € = €|, + €2, = & my +2€, & — en la laboratorio

K Esjio = € = ¥(Esy + ups) = 1 wrapideco en la masa centro { =

%m,,*y(l + v). ~ eligita antatien. Oni konas &, sojlo s = Eymaks(V) = v
rapideco de 7% en K (1 —wg)€2, =m2/4- (1+v)?,

_ (28Vs/mw)2 -1
(2&s/mx +1

2
v
1-=

II) Trovu la minimuman angulon formita de v en la defalo de 7¥ de la dua produkto
en sojlo.
Oni kontrolas se esistas la minimuma angulo, prefere v’ < v, = ¢, sekve eksistas
tan(0,,in/2) = vay /U - V1 — 02 = 1/v"- /1 =02, Car la reakcio okazas en sojlo
v’ estas vy.
I I
Ey+Ep Ey+E & 4+ my

Kiam E, = €.
Angula trasformol>
(Angula trasformo)
— En ia sistemo de rilato inercia movigas kun rapideco v longe la akso x la angula spegulo
kiu facoj havas valoroj egalaj rilate la akso . Lume fonto, senmova rilate K, eligas
fotonoj en z direkcio.

I) Oni determini 'angulo ¢ ke la facoj devas havi kial la fotonoj, eligitaj sur ambai
la facoj, movas longe x (en la oposita verso latie tiu de incido):
La tango de ¢ reprezentas y/x-n. La tan ¢ representas Ko-n, sistemon solidan

al spegulo. y =yo 1, = /7, tan¢ = yoy/wo = 7y
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II) Determinu la angulo 6 formita da la radio refleksa la unua fojo kun la faco de la
spegulo en kiu okazis la reflekso.
0 =1v—¢ tany = v,/v, v rapideco de la fotono poste la reflekso en K.
Vo = (O, 1,0) Vo en Ko,

Voz + U voy V1 — v?
_ v, — -

T 14 wguv Y 1 4 ugev

vy =0 v, =V v, =+V1i-v2 0 =19 —¢ = arctan(v1—v?/v) —
arctan(1/v/1 — v2).

(Kampo Elektro Magnetiko) X —et+e
La reacio okazas en plano perpendikla al la direkcio de ia kampo magnetiko kostanta kaj
uniforma de modulo B. X netitra. Oni mizuras la radioj r4 kaj r_ de la cirkonferencoj

kaj la komenca angulo « kaj la distanco L inter la punkto de produkcio kaj neniigo de
X.

(4.14)

x

I) Trovu la maso de la partiklo X:
Konservo de la kvar impulso m% = (p4+p-)? = (E4+E_)*—(p+p_)? = €3+
€2 +28 &€ —pi—p2 —2p4p- = mi+[p P +mi+Ip_ |2+2\/(m§ +p3)(m2 +p2)-
i * = Ip-I* = 2lpi |- [p_| cosa.

II) Tempo de vivo de X:
En kampo B L al la trajektoro |py| = eBry 7x = tv/1 —v2 = [/vv/1 — 02 kie

v estas la rapideco de X en la laboratorio, ¢t la tempo de vivo en la laboratorio.

7=+v1-v2/(mxv) - (mxv) = Llpyx| - mx,

Px =P+ Do (4.15)
. px>=p% +p% +2p,p_ = (eB)*)r + R2 +2r.r_cosa do

LmX

Ty =

eB\/r% 4+ 1% +2rpr_
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Capitolo 5

Kvantuma Fenomenologio

5.1 Luma Elmito

Por ia 8nuro la armonikaj ondoj estas A = 2L /n,,, ¢iu nomigas n,-modo. La kvanteco
de tiuj modoj estas priskriebla per 2L/(A + AA) = n, — An,. Se L >> A\ An, =
—2LAN/N%. Tiu valoras ankaii por la plano é, se la $nuro dirigigas en la é, direkcio
Any = 2A/\//\2|éz +2AM/X2|, = 4AX/X? ar havas du liberaj gradoj. La modoj de
vibradoj en kvadrato de lato L estas por elektrmagnetik ondo estas
L MNgT . Ny
E, = f(z,L)sin 7 oS ——ay
prefere, la kvanto por kiu ondo povas reveni al la inicialan punkton en finitaj re-
fleksadoj. La unua armonika modo estas 2L/\ do la oni enponas la kondicon ke
n%+n? = 4L*/X ait en tri dimensio n2 4+ n2 +n2 = 4L/Aunua- La sekvantaj armonikaj
estas ene. Laill supre oni povas vidi ke la numeroj ene al la sfero de radio 2L/ de sole
unu oktanta estas
41 2L 4L 47 L3
" T B8 N Ae | B AD

unua unua

do la diferencialo de tiu numero estas dn = 4rd\/\*

Oni volas konsideri la elmito de korpo varma. Oni konstruas kavon au fornon de
omogena materialo de kiu oni elprenas traskura parto per malgranda truo nomigita
|Korpo Nigral. Oni povas konsideri ke tiu elmito ne devas depeni por la hemia
strukturo de tia korpo ¢ar la temperaturo plene difinas la ond longeco de la elktr
magnetika ondo elmetita. La propago de tiu ondo devas esti isotropa ¢ar oni ne
povas konstrui magino kiu laboras sur diversaj temperaturaj absorbiloj violinte la dua
termodinamik pricipo, prefere, agante laboron sine kaloro. Diversaj fizikistoj devokris
empirik legojn kiu finfine estos plene priskribita in kohera formo per la Plank-a lego.
[1879 Stefan: 1 = 0T* o = (72/60)k*/h3c? = 5.670 - 10~8[W/(m2K*)]. Wien:
[1893] la unukolora elmita povo por nigra korpo estas I := A7° f(AT) = T°f(AT) do
FOAT) = MT5F/(\T).

Planck konsideris la atomoj de la korpo nigra kiel aromonikaj osciladoj de pro-
pra karaktera frekvenco distribuitaj late la Maxwell-Boltzmann distribuo ja la fiksa
temperaturo. &€ =p?/2m+k/2 2> AN =3 rwh

5.2 Fotoelektrika Efekto

Inicie estas malkovritaj diversaj efektoj de interacioj inter la lumo kaj kuranto. Hertz
[1887] dekovris ke la ultraviolekta lumo generita per [scintille] de oscilanta cirkuito
faciligis la pasado de kuranton inter la platoj de [iato scintillatore]. Hallwacs dokovris
ke ia plato negativ polarigita perdis sian Sargon se lumigita. Stoletow, uzinte du
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kondukt platoj fronte ponitaj, vidis ke la kuranto pasis pli facile se plato estis luminita
en la kuranto verso. Elster kaj Geiteldekovris ke tiu efekto depenis por la hemia
strukturo de la materialoj, fakte la pli elektropositvaj estas la pli fotoelektrikaj kiel la
alkalaj.

5.3 Compton Efekto

Compton [1923] montris ke ankat la fotono havas angulan momanton kiu povas
transferi al la elektrono latie la relacio
hw

hw, hw,
—2—9c059+pcos¢ Oz—esinﬁ—i—psinqﬁ
c c é c é

x Yy

por elektrono elmetita de p momanto elmetita al la angulo ¢ en la iniciala nemova
elektrona rilato. Do

hcosf MoV COS ¢ h . mov sin ¢
= —sinf = —

Ao V1—wv2/c? Ao V1—v2/c?

h_
A

suminte kaj kvarinte

h? h®  2R? 9 9 5
VJFA_% —/\—/\ecosﬁzmoc (v—1)
noi konfrontas la du ekvacioj kaj de 2h?/A\g - (1 — cos ) — 2moch(1/A —1/Xg) = 0 oni
obtenas finfine.

AXN=Xg—\= L(1 — cos ) = 0.02426(1 — cos 0)[A] (5.1)

mopc
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Capitolo 6

Kvantuma Mekaniko

6.1 Malsamajoj

En la kvantuma mekaniko oni havas gravajn malsamajojn rilate la klasikan mekanikon.

La procedo plene Sangas car, por la nedermineco, oni ne associigas valoron al la
dinamika variablo sed la dinamika variablo havas spektron de valoroj ke la mezuro
aliras laue sia distribuo. Sole la mezuro povas doni valorojn al la variablo dinamika
kaj modifas la staton de la sistemo. La variablo dinamika ne havas valorojn gis ne
estas mezurita kaj ¢ia antauvido estas de probabla tipo. Al ¢iuj valoroj de la spektro
kongruas memstaton de la ond funkcio.

La sola funkcio estas la ond funkcio kies kvadrata modulo priskribas la probabla
denso de la partiklo. Cia variablo estas akirita per la akcio de operatoro sur la ond
funkcio. La |Operatoro| agas sur vektorajn spacojn tiu ke la ond funkcio devas
esti dekompona en otogonala bazo sur senfina vektora spaco. Sercante le solvon de
diferenciala ekvacio oni do sercos funkcion € £? kiu estas isomorfa al Hilbert-a spaco.
La ond funkcio havu la ecoj de ia ondo, tiel priskribita en la ¢apitro pri la ondoj; estu
funkcio sole de parametro (- & — Ot + ¢).

Ia ond funkcio estas priskribebla en la formo

U= Aen (6.1)
Oni povas deduki la parametroj 0, ¥ = 1p, ¥ 92V = —1/h? - p20 ¥ = —1/h- EV
kaj akiri la |Schroedinger-a Ekvacio|

h? h
—%a§w+vw = ——d, ¥ (6.2)

Si la potencialo estas temp nedipenda kaj la energio kostanta oni povas faktorigi la ond
funkcio ¥(z,t) = ¢¥(x)f(t). La akcio de la operatora donas al la variablo o valorojn
kiu formas aron nomatan |Spektro|-n. La Spektro povas esti diskreta kaj kontinua,
la valoroj de o en la vektora prezento estas la memuwaloroj kaj la funkcio ke solvas
la Schrodinger-an ekvacion estas memuvektoroj por diskret spektro au memfunkcioj
kontinue. La memvektoroj estas bone priskribita per la lineara algebro kun giaj iloj
tiel traco, determinanto ...La memfunkcioj estas anstatatie nature definita per la
funkcionala priskribo kiu operas de spacoj vektoraj sur kampojn. La numero n kiu
determinas univoce iu valoro o, de gia spektro estas la |[Memstato| kaj H, pro sia
diseco, estas dekomponata en siajn [Memspaco|-jn H = D, g, (a) Ha-

6.2 Ekvacio lat la memvaloroj

En kvantuma mekaniko ¢ia dinamika parametro estas kalkulita per la ekvacio lau la
at tovaloroj

Olyp >= o) >
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kie eksprimas la valoroj de iu variablo kiel memvaloroj de la ago de la operatoro sur
vektoron, prefere, la ond funkcio esprimita en ia bazo.

6.2.1 Mat: Vektoro Mat

Tu vektoro v estas prezentigebla per ia bazo {ej,es,...} de ortonarmalaj versoroj
multuplikataj kun {ci,ca,...} koeficentoj. Oni definas |v), vektoro de la Hilbert-a
spaco nomigita |ket|, sur bazon a; kaj (v| (|bra| (-|) estas la sia transpozo. |v)T = (v]|.

(6lv))" = (v]o!

6.2.2 Mat: Operatoroj
Mat
La operatoroj estas lineraj funkcioj de vektoraj en vektoraj spacoj. La |Vektora

Spaco| estas priskribita per

[o), |) € S |p) + |¢) € S asocia kaj komuta

- havu nula vektoro |@) + |0) = |¢)
inverso V|¢)3 — [¢) : |¢) + (—[¢)) = |0)

- lineara c|¢) = |co)

(Vektoraj Spacoj) C R P(C) polinomo, C" P"(C). R
La operatoro estas prezentita kiel matrico kiu operas sur la vektorojn (A|¢)); =
>, aij;. Tiu povas esti:

- isomterika |U[y)| = |[)| = (Uy|U) = $|UTU )
- Limita 3c € R||Al¢)| = c[[¢)]

- Memaldonita (Ad|) = (Pp|Aw)

- Hermite-a (A¢[y)) = (¢|Av) A  D(A) = D(AT)

<IVektoraj Spacoj

Oni povas pluen dekomponi operatoron en sumo de giaj memvaloroj sur giaj memspa-
coj kun nihilpotenta matrica resto. Oni povas vidi ke la dekompono en memvaloroj
estas simetrie nevarianta do la determinanto kaj la traco de la matrico en iu ajn
prezento estas la produkto kaj la sumo de la memvaloroj vV

O estas operatoro kiu agas sur la ond funkcio kaj o estas la valoroj de la spektro
de la variablo dinamika presentigas per la operatoro. (Posicio) < Q¢ > (x) = xt¢(x) <IPosicio
ne limita en £2(R), Hermite-a. (Pareco) La operatoro de pareco Sangas la signo al la </Pareco
variablo, Pf (x) = f(—=x), estas operatoro unueca, limita, Hermite-a kun memvaloroj
+1 kaj estas prezentigebla per e~ %=,

Estas operatoro kiu transagas la variablo de iu kvanteco, limita, unueca, sed ne

Hermite-a, eksprimebla per e'% kun afovaloroj e2™*/@ en la rondo de radio a.
Si la komuto de du operatoroj estas c-numero (kostanto) oni povas vidi ke (A, B] :=

<Traslacio

[A,B"] = B[A,B" Y+ [A,B|B" ' = enB" ' +¢B" ! = B" '¢(1+n)
generaligante { f/(A) =Y, c,nA" ¢ m=n—1

o0 oo

f(A),B] = Z B chflnfl(l +n)=c Z CmarmA™ = cf'(A)

n=0 m=0
Oni definas do la operatoro de traslacio kiel

o0 m+1

[B, e_gA Z i (m 1) (—1)meA™ = gee™¢4

n=0 m=0

’ﬂ
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(B, 6_5‘4] = Be=$A_¢—¢AB egA[E, e_gA] =efABe€A_B  efActe A = fABe—¢A_
B S
et4Bef = B4 ¢ (6.3)

Finfine v estas la ondo funkcio de kiu oni povas deduki ¢ia dinamika variablo. La pli
grava ekvacio enketinda esta la ekvacio de Schoedinger

Hlp >= E[p >

kie H estas operatoro diferenciala prezentas Hamilton-an ekvacion ke klasike estas
p?
H = = + V(x).
T

Pro De Broglie-a relacio p = hk oni povas prezenti p’ per la variablo & car k reciprokas
Z-n kaj sekve estas prezentigebla per la Fourier-a trasformo

o1 —pT)/i
U(F) = ﬁ/Mﬁ)e(et PE)/ihq3y,

Pro tio oni dedukas la ekvacio de Schroedinger

ihgtlft(f) = /ﬁw(ﬁ)e(&—ﬁ)/mdsp
dt om

Dume

2
= 7 b —pE) /i z p — ) 1
(@) =% / — el =V / @I A
Kiu estas la ekvacio Scroedinger-a se

mmwmaz(—ggv2+vugw4@.

6.3 Potenciala Kavo

La potenciala kavo estas definita per iu potencialo nulas inter [—a, a] kaj senfina alie.
La ckvacio de kontinueco trudas ke la genera solucio 1(z) = Asin(kZ) + B cos(kZ)
egalu en la punktoj —a™ kaj —a™, kaj simile en a, kie la solukcio estas nula pro la
presenco de senfina potencialo. Ia solucio devas havi k = nw/a kaj sinusoj termoj por
n para kaj cosinusoj por n nepara. Oni povas traslaci la ekvacio de [—a, a] al [0, L] tie
L = 2a. La termoj estas tiel sole sinusaj kaj la nedimensiigita termo, kiu usigas por
havi la koeficentoj de la Fourier-a evolvo sine dimensio, Sangas de \/2/_a al v/1/L. Do
nia solucioj estas
2 2mnx

n(z) = cp 7 sin 7

Mez Valoro

Oni do facile kalkulas la mez valoro de iu operatoro b kiel < b >:=< w|l;|w >. Specife,
la energia mez valoro estas < H >= 72h?/2mL ", nc2. La probablo per iu memsta-
to estas P, = |cn|?.

Se oni mizuras la energio de la partiklo ne ekzistas plu alia memstato ekster tiu mi-
zurata. Oni devas kalkuli la probablo de nove car tiu valoro havas ¢iu probablo.

40



Potenciala Kavo Kvantuma Mekaniko

Diverse oni povas konsideri la probablo de iu memstato kiel sia |c,|? por eco de la
ortonormala dekompono. Si oni mizuras la posicio de la partiklo oni devas rekalkuli
la funkcio en sia intervalo de Ceesto per < 1y, |1 (t) > tie (t) estas la tempa evoluo
PY(t) =3, eEnt/*hypto. Oni povas vidi ke ¢ia solucio estas nevarianta por rilativa faza
termoj ¢ar iu kontribuo de formo e~ en la skala produkto (4*, 1)) malaperas. Oni
povas forigas unu faza termo. Ekzemple, si la ond funkcio havas sole i-vica kaj j-vica
termoj la solucio estas ¥(t) = v; + 1€t/ tie w = &; — &;.

Pareco en tia kavo la solucio havas tia pareco: 1, (—z) = (—1)"(z). Ciam la poten-
cialo estas simetrika oni havas periodikajn funkcionojn ¢ar V(—xz) = V(z), ¥(—=x) kaj
() estas solucioj de la sama ekvacio:

R d2
(_%@

+ V(@) ) (k) = Ento(a)

kaj ¢ia funkcio estas rapresentita per ¢(z) = 1/2(¢(z) + (—z)) + 1/2(¢p(x) — (—x)).
|Probabla Denseca Kuranto|
. o, . h
j =g (e — v ) = 20( - S -vrd,0) (6.4)
2m 2m
Se ¥ = 1)1 + w12 oni povas skribi j kiel j = h/m(ujus + uiul
Se z1 kaj zo estas solvoj de siaj diferenzialaj ekvaciojn, 21 + Fi(t) + 21 = 0 25 +
F5(t) + 22 = 0 oni montras la [Wronsky-a Teoremo]|

b

- /b (F1 (t) — Fg(t))zlzzdt (6.5)

(212"2 — 2221
a

Pareco

en tiu kavo la solucio havas parecon (au la vektoroj estas atuovektoroj por la oper-
toro pareco): ¥n(—z) = (—1)"¢(z). Kiam la potencialo estas simetrika oni havas
periodikajn funkcionojn ¢ar V(—z) = V(z), ¥(—x) kaj 1(x) estas solucioj de la sama
ekvacio:
n? d2
(= goa + V@) v(En) = Enp(ta)

kaj cia funkcio estas rapresentita per ¢(x) = 1/2(¢(z) +¢(—z)) +1/2(¢(x) —(—x)). <IPotenciala Kavo

Oni havas partiklon en tia potenciala kavo. En tiu kavo la ond funkcio estas ne
degenerinta kaj spektr diskrete. Pro la Wronsky-a teoremo du solvadoj de la sama
ekvacio al la memvaloroj, spektre diskrete, estas lineare nedependaj ¢ar la Wronsky-a
kostantas kaj, specifike, nulas ¢ar nuligas solvadon per x — oo. 12d, Y1 = v1d; Y2 do
11 = cipo. Si oni volas mizuri la partiklo pro dekovri en kia memstato estas oni aplikas
projektoron. La mizuro ne estas unueca kaj ne plutenas normon.

|Projektoro| Observablo kun spektro diskreta eksprimeblas kiel serio de projek-
toroj sur siaj memspacoj. Oni elektas [¢) = [tp1)+[12) H=FH1dHzs Q1|¥) = 1) @[) =1
kaj D(Q1) = H, Q2|v) = |[¢) — |¢1) Hermite-a ¢ar siaj mezvaloroj estas idempotencajj
kaj ortogonalaj. |¢)(¢| estas projektoro longe la versoro |¢)  (|¢){(¢])|v) = |P)({d]1)))
Hermite-a (|6)(6])! = (16)(6]).

La mizuro determinas subaron de iu variablo aii operatoro.

Energio Sioni determinas kelkajn energiajn memvalorojn oni scias ke la sistemo ne sangos
tiuj memvaloroj car Sangas la probablo de ¢iu stato. Ofte oni scias la energian
mez valoron kiu estas [A, A] =

Ht Ht h2 2
(&) = (bult) I (6) = (Wale™ # e Hln) = Ealeal® = 22 S nc

do per la kondico Y, ¢2 =1 oni akiras la formon de la ond fukcio.
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Posicio

Pareco

Mizuro povas determini subaron de la posicio. Ekzemple, oni dekovras ke la
partiklo ¢eestas en la aro [—a, 0] tempe ¢ty = 0. Do

= (¢nltho) = / Uy, wo—LZ/ sm nm sin(”?)

tie 7 estas la inicialaj memstatoj. La funkcioj ortogonalaj en la intervalo [—a, d]
ne estas pli longe ortogonalaj en diversa aro. Sangas la simetrio de la problemo
sed ne sangas la simetrio de la funkcioj. Si oni volas determini la partiklo tempe
t1 # to oni devas kalkuli

Enty

ealt) = (alb(t2)) = (bl ™ o) = (ale 5™ o) = ™ (o)

¢ar |1, ) estas memvaloro de la operatoro H. Oni do kalkulas se Yi—o = >, Vi

cn(th) = w ot b = Z/ Sln mrx o (ti—to) ¢ (zmc)

Se la iniciala ond funkcio ¢eestis sole en la unua memstato sia ond funkcio sangas
poste la mizuro de /2/Lsin(rz/L) — \/1/Lsin(wa/L), kaze dekovrita en tiu
spaco, 0 alia. Se la ond funkcio havas inicie du termoj oni povas skribi sia
tempa evoluo tiel 9 (t) = \/2/Lsin(inxz/L) + \/2/Lsin(jrx/L)el€i =€t/ H gar
¢ia funkcio estas nevarianta por rilativaj fazaj termoj kiuj estas ¢iuj solukcioj de
la sama diferenciala ekvacio.

Se ekzemple la ond funkcio inicie Ceestis en finitaj neparaj memstatoj, poste
la mezuro, oni havas senfinaj neparaj memstatoj ke, poste ia mizuron, akiras
memvaloron —1 kun ¢ia probablo.

6.3.1 Faktorigo

Se la Hamiltona estas separebla oni povas faktorigi la solvojn ¢ (z) = 1 (z1)2(x2) . ..
all legi la Schrodinger-an ekvacion kiel sistemo de nedependa diverencialan ekvacion.
Se, ekzemple, oni havas ian elastik potencialon inter du partikloj oni priskribas la
sistemon per la koordinato de la mas centro kaj tia rilata. La Hamilton-a estas do
separebla

2 pl A2 2 Ji5 A2 2
H=——+—= k — H = tme kA
2mq + 2m +okln =@l — 2Miot + 21 .13

La mez valoro de la energio en tri dimensia kazo estas la sumo de la valoroj de ¢io
koordinato.

h2m? n% n% n%
€ =5m (ﬁJr zt 12)

kiu havas degenera indico Y7, ST 1= SHi+1=35%/2+j/2+j+1

6.4 Armonika Oscilatoro

Oni konsideras la du operatoroj nedimensiigitaj X := mw/hX kaj P := P/mwh pro

kio H = H/hw = %(ﬁ—i—ff) tiu ke [X, P] = 4I. Oni nomas a =

GT_T(

I5(X +P) kaj

X —P) kiu donas H = aal +1/2 = N +1/2. Pluen [afa,a] = al[a,a] +

[af,ala = —Ta [a'a,al] = a'[a,a’] + [af,af]a = —Ta. Oni sercas la solukcion de tiu
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ekvacio lati la memvaloroj N|n >= n|n > kun la kondico < n|n >= 1 oni vidas ke
se 0 < [lajn > || =< nlafaln >=< n|n|n >=n < njn >=n n estas numero ne
negativa.

0lla’(n|||? = (n|aa’|n) = (alaTa +1|n) = (n|n +1I|n) = n+ 1. Oni do nomas af
operatoro de kreajo kaj a operatoro de detruo. Gravas la kondiciono Sp(N) = Ny
Na'|0) = 0.

Povas oni demontri ke
(ah)"

n!

In) = 0) (6.6)
kaj oni povas per inducio. dim(H,) >1 |n,1) |n,2) (n,1|n,2) = 0nedipendajkaj
ortogonalaj. Oni havas unu kaj unu sole ekvacion lineare nedipenda kaj la Hamilton-a
spektro estas ne degenera H|0) = (N + 11)|0) = $]0). Oni kondukas al ckvacio de dua
grado a|0) =0
o 1
0 = (#lal0) = (#[H]0) = —= (& + d ) 1o (#) = 0
(Z]al0) = (Z[H]|0) 7 (%)

(1/ti0) (#)dsti = —&  dglog(tio(%)) = —& log(iio(¥)) = —#/2+ ¢ iig(¥) = ce™* /2

(af)"”

Vn!

kie H,, estas la polinomoj de Hermite. [ a3(2)d# = 1.

8c
~—
3
‘ -
Sc
=)
—~
K
S—
3
—
K¢
N~—
(9]
|
[N

Ui () = (|z) = (Z]

0) = (#-a

6.5 Angulaj Momantoj

Ia objekto havas simetrio si estas nevarianta sub ia intervebla trasformajo nomigita
simetri trasformajo. Por ¢ia simetrio de la sistemo ail spaco oni havas invariantecon
de simetrio. Se la sistemo estas konserva la objekto simetrias per temp translacioj.
Se la spaco estas omogena la objekto simetrias per spac translacioj. Se la rapideco
estas isotropa la objekto simetria per rotacioj. Do oni volas priskribi ia tratado ke
kunigu la klaso de simetri trasformajoj kun la unecaj operatoroj. Oni vidos kiel, kun
la grupa teorio, oni povas kunigi kaj simpligi la tratado de la trasformajojn.

Oni povas serci en la unecaj operatoroj UTU = 1 = UUT la simetri trasformajoj
car ili, kiel oni vidas en la Wigner-a teoremo, ne Ssangas la mez valoro de la operatoroj
U = (Up|UY) = (p|UTU ) = |||4)]. La unecaj operatoroj operas sur la mem-
funkcio U|y)) aii sur la operatoro Ut AU. La komposicioj de du unuecaj operaroj estas
la sumo de la du parametroj per ia fazo. U(s)U(s') = U(s + §')e’?®5). Per grupoj je
unu parametro la fazoj povas esti elektita kiel nulo kaj la operatoroj formas grupon.

6.5.1 Mat: Grupo
La grupo (G, o) estas aro kiu plitenas:

I) La neiitra elemento Aol = A

II) lainversa VA € G3A Ao A7 =1
IIT) malferma per komposicioj Ay 0 Ay € G

La grupo povas havi subgrupojn kunigitajn. Si la kunigo estas [disgiunta] la grupo
estas la sumo de ¢iuj la [laterali] de ia subgrupo Vg; C §,G = Uj G;5; kun G; € §;
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Grupoj
On >

8§0,>
UnD>
SUn >

Mat

Lie-a Algebro>>

per (jlj) =1

R2=J v+

Angulaj Momantoj Kvantuma Mekaniko

Per la |Stone-a Teoremo| la operatoro uneca estas prezentigebla per iun ajn
operatoron

U(s) = e @

Oni povas fari [Infinitezima Trasformajo| sur la operatoro U ~ I — sQ kie Q nun
estas la |Generatoro Infinitezimal

Q =1hd;U(s) Y

prefere la elemento de la algebro 4 obtenita pro la grupo §

Ekzistas la Grupo Ortogonala (0,,)0,, de la matricoj lat kiuj pp = I kiuj montras
pluen. p = p~! kiu estas grupo car I) L, € O, ) 3p~t=p,plp=ptpt=10,¢€
Op. Oni povas vidi ke tiu grupo estas dekomponebla en du lateraloj, oni do difinas
(80,,) kiel tiu lateralo kiu havas det p = 1 do estas subgrupo. La grupo (U,) estas
anstatatie la grupo de la unecaj matricoj UTU = I kun (8U,,) sia sola subgrupo kun
determinanto unuas.

6.5.2 Mat: Lie-a Algebro

Algebro di Lie & estas vektora spaco de finaj dimensioj havinte la komutatoro [A, B] =
AB — BA kiu plidoni la |Jacobi-a Identajxo|

[a[b, c]] + [b, [c,a]] + [e, [b,a]] =0
(Lie-a Algebro)

9 estas la aro de ortogonalaj matricoj. Iu bazo estas donita per la sumo de la

matricoj
0 10 0 0 1 0 0 0
el=|-1 00 =10 00 =10 0 1
0 0 0 -1 0 0 0 -1 0

Por la Stone-a teoremo oni povas uzi la bone notitaj operatoroj P, L, H pro pri-
skribi la simetri trasformajon.

Oni kreas novan algebron formatan da {jz,ji} kie ji = Jy & s ji ne estas
Hermite-aj ¢ar jl = J_ [J,Jx] = thJe. [J, Ji] = thepm ™ [Ty, J ] = J.
Elektas oni bazo formata de memket de J, |m), rilata al la memvaloro mh m € R
Jlm) = mh|m). La ket rilata de J donas per J1|m) memket rilata de J koresponda al
la memvaloro (m + 1)A. Por ¢iu numero intera o duon intera ekzistas |Prezento Ne-
Redukebla| de Lie-a algebro de la angulara momentoj en Hilbert-a spaco de (27 +1)
dimensioj kaj en tia spaco la spektro de observebla Ji |k = 1,2, 3 konstituas de la oplo
{mhlm = —j,—j+1,,5} Jlj) = jhlj)  Jilj) =0 JJIE[j) = h(j — k)JE]j). La
bazo |m) estas definata per la ket |j) normagita tiel
= |
V(G —m+1)(j +m)
[J2,J] = 0. Ia Hilbert-a spaco prezenteblas per H = D,y fH;-VR tie N R signifas ne
redukebla. § = N/2 k; ail tovaloroj j(j + 1) de dimensio dimf}fﬁ-vR =25+1. La

memvaloroj de L estas [ = j. Por determini J,n; oni devas solvi la ekvacioj lai la
memvaloroj

|m—1) =

m)

L fim =W+ fi;m  Lfim =hmfim (6.8)
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Sciante ke ﬁ+fl,l =0 Ilfu = hlfi; por I = m kaj fi,m IA/l:me oni povas
determini la sukecesioj { f—_i,, fi} kiu estas la memfunkcio de en prezento 2 de la memket
{1, =), |1,1 = 1),,|1,1)}, bazo kanona de Hyr L*f1; = (L_LyL3+hL)f1; = h21(1+
1)fi1. En prezento x oni eksprimas tiuj ekvacioj en polaraj koordinatoj.

i/ = —Zh(%, [A/iheiw (196¢ + (99) (6.9)

La angularaj momentoj depenas sole de la angulara koordinatoj, sekve r estas kostanto
arbitra. Faktorigante f; = C;(r)Y}!(8¢) do Ci(r) € L?((—o0,00)) kaj ¢i tiu aro estas
estas Hilbert-a spaco separebla.

6.5.3 Angulaj Momentoj Sumo

Oni povas konsideri egale la totala angulara momento tiel sumo de momento orbita
kaj de spin ali sumo de la orbita momento de du partikloj.

6.5.4 Mat: Tensora Produkto

Oni definas la Tensora Produkto tiel

600 =900 30 = @ ) i) o3

Jj1€31 j2€32

Sekvas ke ¢iu operatoro agas sur sia spaco kaj la operatoro de totala angula momento
estas la tensora produkto de ¢iuj operatoroj separe sur iliaj spacoj neredukeblaj.
lj1, m1) @ [j2,m2) = |m1, ms)

Jlmi,me) = (J<1> QI+I® J<2>) <|j1,m1> QI+I® |j2,m2>) = hjmy.ms)

Car (JO[j1,m1)) @ (I]j2, ma)) + ([Lj1.m1) @ TP [jo, ma)) = (Fmaljr, m1))@(I]j2, m2))+
(Il71, m1) ® hma|ja, ma))

P =70 el+le g +2Y 1 @ 2

Se oni havu J; = 1 angula orbita momento kaj J; = 1/2 angula momento de spin
{11,1),]1,0), |1, —1)} estas bazo de HN T kaj {|1/2,1/2),[1/2,—1/2) de H oni volas
konstrui la bazo de H®, |1,1) ® [1/2,1/2) = [1,1/2), |1,1) ® [1/2,-1/2) = [1,-1/2)
kaj aliaj sekvinte la genera reglo

W o R W a R

_ _ NR _ _ NR

H=3, 0K, = @ X D=D} o3, = @ D]
j=lj1—Jz| j=lj1—Jz|

kiu estas |[Kompona Reglo de Angul Momentoj|. Do

Sp(J?) = {ﬁj(jJrl)’j = |j1—J2l +—J>rj1+j2} Sp(J) = {hm}m =—Jj1—J2 +—J’rjl+jz}

6.6 Angula Kompleta Bazo

Oni volas priskribi ia sistemo en la kompleta operatora bazo {fl L2, ﬁz} kiu havas
en sia spektro {n,l,m}. Tia bazo estas tre utila kiale ofte aperas centralaj poten-
cialaj kaj ¢iu operatoro komutas kun la Hamilton-a. En centra kampo Hamilton-a
estas separebla kaj la ond funkcio faktorigebla en polaraj koordinatoj f(r,¢,0) =

Ru(r) >, Y, (0,0)  Unyngms = Ae="" H, (ox)Hy,(ay)Hy,(az) Tie H, estas la
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I fiall? =1
Jr3Ci(r)2dr =1
TV, )2 sin 0dode = 1

Fla) = @ja n(‘a)f}(;a)

€da 7

Mat

J=J; + Jo|J € H®

< Tensora Produkto
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|Hermite-a Polinomio|.

Oni povas priskribi ¢, = r/2/8/3m(Y{" = Y1) ¢, =7/2/8/37(Y{ + Y1) q. =
r/4/3nYP.

La memvaloroj de la energio estas &, = ii/w(3/2 4+ n) tie n =n + n + n.

De ia bazo al la alia, pareco plutenigas, do (—1)" = (—1)".

En Hilbert-a spaco vektoroj estas prezentigeblaj en ¢(z,0) = c,¢"(z) 2 = [n¢(z,0)dz

l

)= > cmllm)  cm = (Im|n)

m=—1

Oni povas kalkuli la probablo de la memstato m por ia ond funkcio kiu ne depenas
sole por 7 per la kvar sumo de ¢iuj rilataj koeficentoj kiuj multiplikas la sfer armonikaj

Y™ f(qx, a4y, qz) = hnatu(r) ZchEm Pr(m) = (’?n/zf’fn

6.6.1 Prezento Matrica de la Lie-a Algebro de la Angul Mo-
mantoj
Nun oni scias ke la operatoroj J? kaj J, agas sur siajn propr memfunkciojn tie:
L2l,m) =11+ D|l,m) A L.|l,m)=mll,m)

pluen oni scias la agon de la operatoroj L sur la statoj |lm)

Lill,m) =11 +1) —m(m+1)|l,m)  Li=L,+1L,
Nun oni volas konstrui la matrican prezenton per tiu operatoroj D) kalkulebla per
(0f")

Tiu oni donas la posiblecon de konstrui prezenton ne redukeblan sur kiu konstrui ¢iuj
aliaj prezenton.
Kalkulinte oni obtenas

a2 _h(f0 1 a2 _h(0 — a2 _h(1 0
D _2<1 0) D=5 o Dyt =510 2

kiuj estas la |Pauli-a Matrico| kaj bazo de la algebro Sils. En tiu prezento oni havas
gravaj ecoj en la termoj de la kostantaj strukturoj

mm/

{o%, 07} = 26" [0}, 07] = €k gy, o = —020'0? — &' =o%0'0?
La prezento por la memvaloro [ = 1 estas:
0 1 0 0 — 0 1 0 O
h h h
Di=—|[1 0 1 Di=—|2 0 —| Dy=—4[0 0
V2 0 1 0 V2 0 2 O V2 0 0 -1

Oni povas priskribi la sistemo en malegalan bazon. Oni devas eksprimi la vektoroj de
unu bazo el tiuj de la alia. ¢iu vektoro estas la sumo de ¢iaj vektoroj de la alia bazo
Clebsh-Gordan multiplikitaj per koeficentoj nomataj |Clebsh-Gordan-a Koeficentoj|.
l=1,s=1/2 La vektoro

|jamj> = Z Cl,S|laS>

l,s|l+s=3

do oni scias ke |3/2,3/2) = |1,1/2) kiam [3/2,1/2) = «|1,—1/2) 4+ 3]0,1/2). Sciante
ke J_|3/2,3/2) = /3|3/2,1/2) oni povas serci a, 3 pro kiuj

T213/2,43/2) = (L + S2)[1,1/2) 3/2,1/2) = \/210,1/2) + /411, -1/2)
3/2,-1/2) = /210,1/2) +,/3-1,1/2)
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Pro la ortonormaleco

(3/2,1/2[1/2,1/2) =0 11/2,1/2) = [3/2,1/2)* = \/§|0,1/2> — \/?1,—1/2)

|-1,1/2) = \/;3/2,1/2) - \/?1/2,—1/2)

Oni povas ankati eksprimi la koeficantoj de la bazo {L?, L.} al la bazo {L, L,}.
Se I =1 kaj oni havas L,|m) = m|m) kaj L,|m,) = my|my). |my) = a|l), + £]0), +
7|_1>z

Pluen

Ly|lm)y = Ly(al1), + B[0).7|-1).) = my(a|l). + £]0).7|-1)-)
L, = (Ly — L_)/2. Kalkulinte

1 1
102 — 5-[-1)-

1
:—12
my = 511} + 3

S

Por obteni |m), oni povas rotigi:

—Lyw 1 1 1
e ), = m) = 2112+ |/ 2100 + 311,

Oni do volas montri ankat

1/2®1/2
|11) [10) |0 0) |0 —1)
[1/2 1/2) 1
[+ =) 1/2 1/2
[— +) 1/2  —4/1/2
|— =) 1

6.7 Ond funkcioj normaligitaj por idrogena atomo

p=2ray ag=0.592A A= (Z/ay)’/?

OndFunkcioj

n I m

1 0 0 P15 =A e’ /T

2 0 0 iy =A (2—ple /2 /32w
2 1 0 oy, =A peP/? cos(6) /\/32m
2 1 -1 Vap, =A pe=r/? sin(0) sin(¢) /\/32m
2 1 1 Pop, =A peP/? sin(0) cos(¢) /\/32m
3 0 0 V3, =24 (27 — 18p + 2p?)e+/3 /81+/37
3 1 0 V3p. =24 e P/3 cos(6) /81+/37

3 1 -1 4y, =2A  (6p—p*e /3 sin(6) sin(¢) /8131
| je la proksiman pagon |
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OndFunkcioj

3 0 1 Vap, =24 (6p—p?)e ?/3 sin(#) cos(¢) /8131

3.2 0 thga, =A ple=r/3 (3cos?(0) — 1) /81161

32 -1 g, =V24 pre=r/ sin(6) cos(0) sin(¢)  /81v6m

3 2 1 s, =V24 pre=r/3 sin(f) cos(d) cos(¢) /32w

3 2 -2 g, =A prer/3 sin?() sin(2¢)  /81v27
)

3 2 2 thaq, ,=A pPer/3 sin?(#) cos(2¢ /81V/2m

Mez Valoroj

(ry =n?ag(3/2 = (1 +1)/2n%)/2Z (r*y =n'ad(3/2— UL+ 1)/2n°)/2Z
(r=1y = Z/agn? (r=2y = Z2%e?Jain®(l +1/2)
(r=)y = Z3/agn3(1 4+ 1/2)(1 + 1)I (V) = —Z2e?* Jagn®
(T) = Z?e*/2a0n?

6.7.1 Libera Partiklo

La tri komponoj de P estas traslacia nevariantoj: ePa/th pe—Pa/ih — P kiele por H
funkcio de P. H estas kvar proporcia al P do estas ankat rotacio nevarianta

e'wi,/th_267'wlA4/1fz — P_2
2m 2m

Oni volas nun diagonaligi la bazo en la novaj koordinatoj au malkovri
1/15,n,m(7“7 o, 9) = <T7 0, ¢|w>

Konitajla ekvacio], [HYe n,m|(r, 6, 0) = Ee nm (7, &, 0) [1’:21/15)71”](7“, b,0) = h21(I+
e nm(r,0)  [Lbe nm](r,¢,0) = mhipe nm(r, ¢, 0), oni prezentas per la memva-

loroj {&,n, m} sciante ke P? estas prezentigebla per P? + R~ 212 oni devas solvi la
|Radia Ekvacio|

1 I(1+1
( - h;&fr + hQ% — 2m€)h£l(7°) =0 (6.10)

m nedepena pravige rotacia nedepeno.

6.8 Kauza Evoluo

La katiza evoluo estas priskribebla per uneca operatoro

~ Ht
h

U(t) :=e~

kie H estas la Hamilton-a operatoro. Oni povas vidi la katiza evoluo kiel evolvado
de la operatoro (Heisenberg-a vidado), kiel evolvado de la ondfunkcio (Schrodinger-a
vidado) atl interado inter la duoj.
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6.8.1 Schrodinger-a Vidado

La Hamilton-a operatoro evolvagas la ond funkcion

(1)) = e

P(0)  Mmdp(t)) = H|yp(t))

6.8.2 Heisenberg-a Vidado
La evoluado Sangas la operatoron

2Ht o A 1Ht

=0() 1h0,0p(t) = e [Og, Hle™* = [Op, H]

Ht Ht
1h 1h

U®)O0)U(t) = e 7 O(0)e

6.8.3 Interad Vidado

Si oni havas Hamilton-a tipe H = Hy + V kie Hj estas bone notita Hamilton-a
operatoro kies oni konas la solvado oni povas interadas inter la du vidadoj. Specifike
la ond funkcio kaj la operatoro evoluas per

Hgt ~

[v1(t)) = G%W(O» Or(t)y=e 05(0)6% =1hd;0(t) = [O;(t), Ho)

(Temp dipenda Potencialo) Si H = Hy + V(¢) kaj V() estas malgranda oni povas <ITemp dipenda Potencialo
proksimigi la solvado tiel:

Hgt

[Y()) = e |4 (E)

pro la Schrodinger-a ekvacio:

WOy = Hoe [y (1)) + he i ylapr (£)) = (Ho + V)e 5 |y (£))
kune kun

WhO | (t)) = Vi(t)[vr (1))

Nun oni povas solvi rikursive

Yr(t) = ¥i(to) — %/ Vi) (¢)dt

to
tiel:

oo

vi(tn) =vito) + 3 (- 10 [ i) v

j=1 vto

6.8.4 Matsubara Vidado

La Matsubara vidado estas la unika ne uneca operatoro de evoluo kaj estas ofte uzi-
ta por porti la sistemon al la dezirita temperaturo. Tiu vidado estas simila al la
Heisenbeg-a kaj estas difinita per K:

>

I
S
J’_
=
2
5>

I

O (1) = X705 K7 O (1) = eB7e ™ Kom O (1) efoTe KT
kaj oni povas difini la operatoro de evoluo
ek07187R(71772)67f<07'2

Un (11, 72) ==

Tiu difino portas al la perturbatan priskribon similan al la interad vidado.
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6.8.5 Fermi-a Aurea Reglo

La Fermi-a aurea reglo uzitas por kalkuli la probablon de transiro inter du statoj al la
unua aproksimeco.

Oni havas ne perturbitan staton al tempo ¢ = 0. Si oni [accende] perturbajon oni
volas koni la probablon de transiro inter du memstatoj aii la efekto de la perturbajo
sur la sistemo.

Je t = 0 la partiklo Ceestas en la stato |¢), oni volas nun koni la probablo ke tiu
partiklo transiras, ekzemple, al la stato |f) do

er(t) = (FOl(0) = (fle (D) = (fle™ " [v(0)) = (Flr ()

kie 11 estas la ond fukncio en la interada vidado.
Estinte per la unua ordo en V;

wm»—wmm+4dmmwwmm

do la koeficanto cy(t) estas kalkulebla per

t Hogt Hgt ¢ gi—&pmt’
q@:vmwﬁwmwﬁdmmﬁﬂwwﬁmzéwvwwmém”

do la denseco probablo estas

(Ei—ﬁf)t’ 2

Palt) = lesOF = 55| [ arisveriine™

Kostanta Potencialo

V)=V
1 (Eizept 1 ]
—_ 2] e @k — _ 2.5 . Wi
P= ﬁ’vfz’ }T‘ = ﬁ’sz’ t SlnC(Tt)
ha
La funkcio sinc(w) := sen(w)/w, kiel supren notita, havas alta [picco] por w = 0 ail

&; = &; kaj havas largecon 47/t la aliaj [picchi] dekreskas tiel (&; — &;)? kaj havas
A largecon 27 /t.
Armonika Perturbado Pro tiu, per t granda la funkcio sinc estas simila al la simbola funkcio de la §(&; — E).

Ta potencialo
V(t) — VO* (T)ezwt + Vo*e—uut
interadas kun la atomo donante probablon de transiro al la elektono.

1 CETCL W — W write, w4 w
Pri(t) = ﬁ‘vﬁez . T t)+ Vie' . “sine(— 2

2
t)‘
la “mista” termo estas “traskurebla” kaj oni povas vidi kiel supren ke la probablo de
la transiro depenas de la frekvenco w en la formo

_271'

Wei(w) = 7

(1Yol POEs = &5 = ) + [(FIVi' i) 26(&: — & + )

La unua termo montras la adsorb proceson kiam la dua montras la elmiton stimuligi-
A tan pro la fotono.
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6.9 Perturbadoj

Si oni havas bone konita Hamilton-a Hj pli ia malgranda termo AV kiu oni ne scias
solvi oni skribas la perturbataj ond funkcioj kiel sumo de la termoj de la neperturbataj.
La Hamilton-a estas H = H° + AV kaj iliajn solvadoj Ho|¢2) = €% |#°) kaj H|p,) =
En|dn) kaj oni volas skribi la perturbata energio kiel sumo de la A potencoj de la
neperturbata energio

=0 +3 NED o) = Ao
i=1 n=0

(En—H=XAV)|pn) =0 (En—H)|pn) = AV[dn) |dn) = (AV)/(E = H®)|¢y). Oni ,
volas elekti normaligajon kiu permetas (¢9|¢n) = 1 kaj (¢%|¢,) = 1 mode ke lbn) = 3, Ai|p)

6n) = 1623 (6216m) + 3 160 (@hlon) = 16%) + 3 (162 1n) ) I60)

m#n =
2mzn ol e (160 + Zl;ﬁn<¢l =25 |¢n)) do rikorsive: et e
HnOVE ) — (9 e (14 )
1#0) = |¢°) +Z AY 8 oy %) 0 e
La memvaloroj de la energio estos: (VI = (] V)

((m"[V|n®))

En = &)+ An°[V[n®) + > A2 o

m#n

+...

6.10 Variacioj Linearaj

Si oni havas interado inter la partikloj, kaze de Coulomb-a interadoj inter elektronoj
kaj nukleoj, oni povas serci la solvadon kiu minimigas la Hamilton-a.

= Z( ckst Tl ) Z 47T60|’l"1 - ’l"2|2

17 Jli#j
La |Teoremo Variacionala| oni diras ke por iu ajn stato [i)

W)
W) T

La egaleco valoras sole en la fundamenta stato. Sekvinte la |Hartree-a Proksimado|
oni priskribas la ond fukcion totalan de la sistemo |¥) kiel faktoriggo de singlaj ond
funkcio]

> &

Uo(r) = (1) = &(r)§(o)

Nun oni scias ke la ond funkcio de la fundamenta stato minimigas la Hamilton-a mez
valoro kiu povas esti reformulita per la nuligo de la variacio de la fundamenta energio
§&L = 0 per ¢iu variacio de la ond fukcio d¢. Pluen oni volas poni Lagrange-an
moltiplikatoron kiu petas la ortonormaleco de la ond fukncio

5(3H - Z Aij (/dgmﬁu (1), (1) — 5ij)) =
—5(e - in(/d%w; (P, () 1)) =0
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Kie oni havas farita trasformon unecan kiu alportas al diagonala prezento. En la
antaua ekvacio oni sobsituas la ond funkcion kun suma variacia termo ¥ — ¥ + adv)
kaj plitenas sole la linearaj termoj.

o / d?’réw;;k (G s) o
2 / iy, (r |wnk< Y, (1) = Exthn, ) ) =0

J#k

Tiu valoru por ¢iu §y* prefere

(- 3 +var+ 3 [ar B ) = et

J#i

6.11 Kampa Kvantigo

Oni volas, en tiu sekcio, priskribi sistemon kiel senfina produkto de memstatoj de ia
|Hamilton|-a kiuj povas esti okupitaj de partikloj. Oni devas do trovi la operatorojn
de kreo kaj detruo kiuj ponu la partikloj en iu memstato. Do oni havos

- Hamilton-a H de la sistemo

- Ond funkcio ¥ () ond funkcio de la sistemo faktorigebla en ond funkcioj de singla
partiklo ¢;(x;)

W)= cl&; e, (@)
Tiu funkcio sub la operatoro de intersango P priskribu sistemon de Bose-0j (+)
alt Fermi-oj (—)
pz‘j¢(£ij) = iw(ﬁji)

- Unu operatoro de kreo af kaj unu de detruo @ kiuj sekvas la sekvantaj algebraj
relacioj

lai,a]]+ =65 ai 5]« = [a],al]x =0

Pluen oni povas difini Hermite-a operatoro N kies memfunkcioj estas la ond
funkcioj de singla partiklo.

Nt =N :=afa Nige, (xn) = N|n) = n|n)

La kampa kvantigo estus kreita per formado de novaj operatoroj

0= Z (il0j)a

7,j=1

Simetrika, Kontratsimetrika

Oni havas N partikloj ke oni volas priskribi per faktorigo de la singlaj ond funkcioj.

Pla,t) =Y &, 1)6, (@)

£

Si oni parolas de Fermi-onoj oni devas konsideri ke la memstato |€;) povas esti ail ne
esti okupita kaj la totala ond funkcio ¥ (z,t) devas esti komplete antisimetrika.
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I) Per la Bose-0j la ond funkcio devas esti kompleksive simetrika. Se la memsta-
to |€;) havos numero de okupado n; do la koeficanto ¢(€,t) estu egala pro la 1/N!
intersango de partikloj. Se la nivelo &; estas okupita por n; partikloj, kiuj havas la
saman ond funkcio, la kalkulo de la multopleco de la koeficanto ¢(&,t) estas do:

Do noi povas eksprimi ¢(&,t), anstataii ke per la ebla energioj E per la okupadoj de
tiuj niveloj

N!
Z|c’(8 Z|cnl€|2
& iQn;
Si oni volas trovi ond funkcion komplete antisimetrika oni povas vidi ke
\/ Z o, (0e, (@), 0¢,(®) =65 =1 f(nt)du()
El@nz ni

1II) Per la Fermi-oj la stato povas esti sole okupita atl ne okupita sed la kalkulo farita
supro plitenas ¢ar ., n!; = 1. Nun la ondfunkcioj devas esti komplete antisimetrika
do si

0= Y et OB e o) = cla oo

oni kreas la komplete kontratisimetrika funkcio ¢, (x) kiel
o) \/T pe (x1) .. o, (TN)
n(Z) =/ —— e e
T VNN @) . e ()
Kampa Operatoroj
Kun la opearotoj de kreo a' kaj detruo @ oni povas poni n; partikloj en la stato &;

(al)"
Vit

La operatoro N; = a;rai estas do la operatoro numero departikloj en la nivelo &; do
N =", n;. La Hamilton-a operatoro devas esti fukncio de q, a’. Nur la ondfunkcioj
devenas operatorojn dume la operatoroj skalarojn ati diferencialaj kiu komutas kun la
kampa operatoroj.

|Q> = |0157ni750N>

La Hamilton-a devenas

H= Za G@|T|5)a; + Za (i |V kD ajay
zykl

prefere

A~ ~ 2 ~ ~ ~ ~
= [ @it g V@) + 5 [ @@ @V i)
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Genere si oni volas skribi vektoron en kvampa kvantigo formo oni operas tiel
)~ Stiidd) = 3 [ ®ovitawende
ij

La variablo x povas prezenti la vektoro & au la kvar vektoro (x,t¢). En la sekvanta
priskribo la traktado de la kvarvektoroj ne sekvas la relativeca metriko ¢ar oni traktos
de malrapidaj partikloj. Si oni volas priskribi la katizan evoluon oni uzas pli bone la
Heisenberg-a vidado lati kiu

Wb (z,t) = HYH (2,t) o (2,t) = e (2, t)ein

6.11.1 Mat: Green-a Funkcio

Si oni havas diferencialan ekvacion de kiu oni ne konas la solvado ¢(z) por solvi la
sekvanta ekvacio

kie L(0) estas diferenciala operatoro, oni uzas la Green-a funkcio difinita per
L(0,,0tG(2',t') = 5(x")o(t")

Ofte oni povas transformi la Green-a funkcio en la spaca frekvenca domino por trasfor-
mi la diferencialan operatoron 0 en la produkto kun k. Finfine por solvi la diferencialan
ekvacion oni devas inverti la Green-an funkcion.

Oni povas ankau difini la Green-a funkcio kiel

(ol T [baa (@) (1)) o)

{tboltho)
La Green-a funkcio estas tre utila ¢ar permetas d kalkuli la mez valoron de la operatoro,
la fondamentalan energion kaj la spektro de la ekscito. ¢iu operatoro estas kalkulebla

per la Green-a. La T operatoro estas la operatoro de tempa ordo ke signifas ke la
kampa operatoroj devas esti skribita en la korekta tempa ordo, formule

TWA)(‘,B’ t)“/;(wlv tl)] = J)T(wa t/)w(w/a t/)o(t - t/) + 1/}(;3/’ t/)wT(mv t)o(t/ - t)

1Gop(xt, 2't') =

kie + [distinguas] inter Bose-aj kaj Fermi-aj. Si oni havas operatoron j(z) de singla
partiklo sia koresponda en kvampa kvantigo estas Jog = >_,5 ng(w)jaﬁwa (x). Uzinte
la Green-a funkcio oni skribos

(Wl J|To) _ - Zﬂaﬁ \110|¢},(:c’)1&a(:c)|\110>

) (To|To) z’ —wx (Uo| W)

t—t+ ' —x t'—t ' —x

= lim lim ZJaﬁGag(:vt,wt) +ulim lim tr(J(x)G(xt, 2't"))
B

Jelea Modelo

Oni havas elektronoj kaj ionoj de [opposta] sargo. La elktronoj movigas multe pli facile
de la ionoj en ia kubo de lato L en kiu oni uzas la ecojn de traslacia rotacia nevarianco
kaj periodik bordaj kondicoj separinte la ond funkcio kiel sumo de la singlaj.

v (1) e (9
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La Hamilton-a estas komponita de kvar partoj: elektrona kinetika termo, interada
inter elektronoj, inter elektronoj kaj plusa Sarga bulk-o kaj la energio de la plusa
kontinua [background]

> N =] P
; 1, e H J o2 / P n(x)e
H = iy -
Z2m+2e Z T Z Cm—r|

+ 162/d3xd3xln(w)n(w/)e_ulm_w
2 |z — ']

Oni enmetas la g pro elmeti konvergaj problemoj kaj fine oni povas malaperigi tiu pa-
rametro en la limito g — 0 kaj L — oo mode ke L >> p. Pro la traslacia nevarianteco
oni kalkulas sur z = | — @’| kalkulinte la dupla integralo separe kaj de la uniformo
distribuo n(x) = N/V oni facile kalkulas la lastaj du termoj

Por la unua dua termoj oni devas diverse skribi la operatoroj en kvampa kvantiga
formo. La kinetika esta simpla

1
(1| Hy|kaX2) = oV dBre=F1®1 (_p2V2)etke®2y, =
h2k32 o(for — h k3
= 2m‘2/5>\17)\2 /d3€ (kl k2) om 5)\1 )\25k1 ko

La operatoro devenas do

~ h2k?
Hk = Z %CLLXG]‘,)\
kA

Por la interada potencialo la kalkulo estas pli longa sed sostance egala kaj pportas al
la rezulto:

A 62 47T
H.l= o ;5,\1>\35>\2)\45k1+k3,k2+k4 G Qkoy g Oy As

T T
5 a a
1 — k3)2 + M2 k1,1 k2,2

Kie a' kaj a estas la operatoroj de kreo e detruo ¢ar la partiklo de momanto k; kun
spin A1 poste la interado havos momanton kg sine sango de spin (dx,,»,) dume la ko-a
havos k4-on. Kun la lego de konservo de la momanto oni renomas la variablojn

q—|—k::k71 k::kg p—q:zkg pZ:k4

kaj reskribas

S IPBP

kpg A1,A2

al
q +N2 k+P;>\1 p—g,xo Tk, 22 Ukes A3

Si oni [izolas] la sumon kiu havas ¢ = 0 (intersango de nula momanto) oni povas,
uzinte la antikomuta reglo de la Fermi-oj riformuli

e 4m e? 4, « -
i f = 2
W? » k;)\ Ao, n, Ok A (ap,kzapJQ —OkpOrin) = WF( -
33N, A2

N estas la operatoro numero de partikloj kiu aldonas c-numero kiu estas en la unua
termo egala kaj oposa al la valoro de la kontribuo al la energia donita de la [background]
dume la dua nuligas en la termodinamika limito de kiu oni parolis supre. Oni do volas
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kalkuli la mez valoron de la energio de la sistemo kiu ne estas analize kalkulebla. Oni
do volas elkti la perturbad variablo lau kiu devolvigi la proksimado de la kalkulo. Oni
do definos

( k1% )1/3 K2 ro
To = —

- apg ‘'= —— Ts 1=
47N me2 s ao

kiuj estas la media longeco per partiklo, la Bohr radio kaj la nedimensia variablo de
la devolvo. Oni do reskribas

2

~ e 1 9 T : 4T "

H=—5 ( > 5 (roko) af, \anx + Y > Y — ahq,xlamq,xlap,xzaml)
agry ko (Toq)

) pkg A1 A2

Kie >~ memorigas ke oni ne sumas plu sur ¢ = 0. Oni do kalkulos la mez valoro de
tiu operatoro sur la baza stato de la sistemo.

Kiel bone konita oni povas kalkuli la mez valoron de operatoro per la interad vidado
sur devolvo de ne perturbata stato.

(U310 (1) %) _ 1 LI SRSV ST
0<\118|‘Ifé> n <\118|U(—oo,oo)|\yg><‘1’8|;a/Oodie MTH(t)O1(4)]|5)

kie oni difinas
[W3y) = [02(0)) = e NWh) = TA(0, 00) W)

prefere la memstato |¥)) estas la fundamenta ¢ stato de la perturbata Hamilton-a
Hy = Ho+ AH; dume |¥3) estas la memstato de la neperturbata. Je la tempo ¢ = 0 la
perturbado komencas dume malaperas en la limito +00. Kiel supre skribita oni volas
kalkuli la Green-an funkcion de kiu oni povas kalkuli ¢ion mankanta. En la interad
vidado oni priskribas la Green-an funkcion kiel

- L1 (I (0 (B @)19))
Gonao) = S [ <‘1’L81|U(—oo,oo)|f1/§> 0

n!
— n! J_o

de kiu si oni volas kalkuli la unajn du termojn oni devas kalkuli

Gopl@7) = (UITE DI ~1 Y [ aord UG 2w
vv!pp!
(UL 0L (@ )DL ) (22 (8 b ()0 ()] 09)
(W10 (—o0, 50 ¥0)

Tiu kalkulo estis pli simple kalkulebla per la Wick teoremo.

6.11.2 Mat: Wick-a Teoremo, Dyson-a Ekvacio

Oni ne volas paroli pri la demonstron de la teoremo sed oni volas diri ion pri gi kon-
sekvencoj. Si oni kalkulas la mez valoron de grandeco oni volonte uzas la Green-a
funkcio kiu havas kiel denominatoro (¥3|U(—o00,00)|¥9). La kalkulo de tiuj matricaj
elementoj egalas ¢iuj Feynman diagramojn dekoneksajn kiuj simpligas kun la deko-
neksaj diagramoj de la numeratoro al ¢iu ordo. La kalkulo de la Green-a funkcio
estas la sole kalkulo de la kontrahigo U — —V de la operatoroj de kreo 1&‘|\I/8> kaj
detruo 1/AJ+|\I/8> = 0. La kontrahigo eksprimeblas en la diferanco inter la T produkto
kiu ordigas la operaratooj poninte ilin en la temp kreskanta ordo kaj la N produkto
kiu ordigas al la dekstro la detru operatorojn por nuligi la termo (W3 N[UV]|W3) =: 0.
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De la difino de kontrahigo U — —V = T[UV] — N[UV] oni povas vidi ke la sekvantaj
operatoroj nuligas

0 . AT A\ T AT ~ - A\ T

V- =) ——(7) =@") -y =y ——(@¢7) =0
car la rezulto de la T" kaj N produkto egalas. Multaj kongtrahigioj nuligas car la

rezulta Green-a funkcio estas la sumo de ¢iaj eblaj kontrahigoj. La kontrahigo de du
operatoroj valoras ne perturbitan Green-an funkcion

AT Ly >t ty>ts

v (z) = (") (y) ="1G0 (2, y) =70

a_ ~_ T Lo >t ty>ts

v (x) = =(¥7) () =70 =G (2, y)
Oni havas n! eblaj koneksaj diagramoj kiuj valoras egale Car ne estas grava la etiketo
kiu oni donas al la variabloj ekzepte por la ekstremaj punktoj kiuj ne povas sangi. La
lineo de interado U(Z, §)xxpuw = V (€, Y)ar puuw d(t —t') estas prezentita per onda lineo
kaj por ¢iu punkto oni havas enirantan momenton k kaj eliranta — k" dume la interado
havos k” = k — k'. De la alia parto oni havos ¢/ = k” = ¢— ¢ en la eniro de la interad
lineo. Por kompreni la kalkulo de la Green-a funkmo sekvinte la Wick-a teoremo oni
montras la rezulto de funkcio gis la unua ordo

o, / dtoy [ da; (-G ) Uss (72,3633, DGl +
0@, )UA,\'W (1, 8GR, (81, 7657 )

En la momenta prezento la Green-a funkcio trasformigas en

O(k| —kr)  0(kr — |K])
G35k, w) = 60p GO (k) = 503 )
(k) = 0G0 0) = g (T2 ¢ S )
kaj ¢iu interado kerespondas al la faktoro Uxa/uw (§) = Van (@) si U depenas sole
de la diferenco inter la variabloj U(Z,¥) = U(f - 27) Kiel oni povas vidi en la lasta

srribos la ekzakta Green—a funkcio per

Gop(Z,7) /d4:v1/d4 A (&, fl)zku(flafll)(;gﬁ(fllug)

ke difinas la mem energion X kaj separas la ekstremaj punktoj de la Green-a funkcioj
de la aliaj kun kiuj oni ne devas gardi al la Sango inter la punktoj sed sole al la formo
de la digramoj kaj la rotacio de la operatoroj kiuj Ssangas la signo al plusa termo.
De la difino supren donita sole la propraj, prefere la termoj kiuj oni ne povas separi
[tagliando] sola partikla lineo, estas gravaj. Diagramoj de tiu tipo nomigas |Mem
Energio Propra| ©* kaj utilas por skribi la mem energion kiel sumo de diversaj
ordoj de la mem propra energio. En la prezento de la momentoj

G(k) = G(k) + G*(F)S(k)G (k)

kiu permetas skribi la Green-a funkcio kiel

G(k) =

(GO(k))~t = 5 (k)
kiu estas la |[Dyson-a Ekvacio| kie oni scias ke la inverso de la Green-a estas
(k) =w -

en la spin ne dependa kazo. Oni povas simile difini la |Polarizago Propra| IT*
kiu estas la ¢iuj diagramoj kiuj ne separigas tranc¢inte interad lineon kaj finas en du

o7
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interad lineoj. La kompleta interado estas do la sumo de la diversaj ordoj de la propra
polarizago IT* = IT*0 4+ IT*! +.... Dum la eksakta interado skribigas per la sekvanta
Dyson-a ekvacio

Uo(q)

'S T nG

Nun estas grava introduki la |Lehman-a Prezento|n kiu eblas skribi la Green-a
funkcio en pli simpla formo ¢ar oni substituas la derivagojn kun la reciprokoj de la
tempo kaj la distanco per la Fourier-a trasformago.

P = Z / Pl (—1hV ) o (z th%c,cA —10=w

Oni do trasformas la Green-a funkcio en Heisenberg-a vidado

1Gop(xt, 2't') = Z (9(15 - t')e_z“’”mezp"(w_m/)<‘I/o|1/3a(0)|‘1’n><‘1’n|1/;g(0)|\I/0> +

n

(1 — 1)t P (o (0) [0 (W (0)] o) )

en la formo trasformita

(Woltba (0)| k) (k|1 (0) [ Wo)
Gaplk,w) = VZ( - Wh+l776 +

N (Poldh(0)In — k) (n — k|¢a(0)|%>)

W+ wp —

Tiu prezento estas tre grava ¢ar montras la ecoj de la sistemo. Oni difinas
wWn=En(N+1) —EIN+1)+EN +1) — E(N) =: EF(N 4 1) —

kiu pli klare montras la energio de ekscito de la sistemo de N + 1 partikloj al la nivelo
n €K (N +1) kaj la hemia potencialo y kiu estas la energio aldonita al la sistemo si oni
enmetas partiklo de tiu speco. Oni kosideras la hemia potencialo preskaii egala tamen
se (N +1) = u(N) + O(N~!) kaj oni scias ke je la nula temperaturo pro la Pauli
principo la hemia potencialo egalas la Fermi energio. G estas a 2 X 2 matrico kaj oni
povas eksprimi gin en termoj de la Pauli matricoj o. En tiu formo oni povas priskribi
la unuan termon de la Green-a funkcio kiel la N + 1 partiklo sur la £p nivelo de N
partikloj kiu havas energio de ekscito ¥ — Ep = (k* — kZ)/2m. La matrico elemento
havas do formo

(Vo Ok} (k1 (0) o) — °2 ke — kv

La dua termo prezentas anstatatie sistemon de N — 1 partikloj, prefere ke truo pasas
sub la € nivelon kiu donas diferenco de energia nivelo de (k% — k?)/2m kaj matrica
elemeto O(kp — k). En tiu formo la Green-a funkcio estas meromorfa funkcio kun la
diferenca energio inter la hemia potencialo e la energio de la ekscito kiel poloj.

6.12 Ringa Proksimado

La kalkulo de interaganta sistemo estas ¢iam dificila sed oni povas fari proksimadon
kiu bone plivaloras la sperimentalan daton. Oni faros pesajn proksimadojn kiuj estas:
I) sistema ond-funkcio faktorigebla en sigla partiklo ond funkcio (Hartree-Fock prok-
simado) II') Potencialo isotropa, spina kaj tempa nedependa kaj depenanta de la
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sola diferenco de koordinatoj V(Z,#') = V(x — «’)d(t —t') III) La potencialo estas
malgranda ¢ar grandas kiel la kuplago kostanto e.
De tiu oni povas skribi la mez valoron de la potencialo kiel

V) = % /d3d3x’V(m - :1:’)<¢L(m)zﬁg(m’)¢ﬁ(m/)¢a(:ﬂ)>
- % /d%d%/v(‘f —a’)((d(z)i(z')) — o(z — x')(n(x)))

kiu al ni sugesti de difini funkcion

L WTR@AE) )
D@ ==y

kiu estas la polarizaga operatoro kiu estas utila por kalkuli
. . 1
(V) = (U5|V|Wh) + 3 /d?’de:z:’V(:c — 2" \uD(Z,7) — 1D (Z, )]
La energio de la sistemo estas priskribebla per la perturbata proksimado. Oni kon-
sideras la Hamilton-a kiel H := Hy + AV de kiu la variado de la energio estas
OrE = EDA((WR[T5)) + (WR|OnV|W5) = (T510aV|W5)

kiu oni donas la formulo
dA
£ = / 9 g
0o A

La dekstra parto de la ekvacio oni nomigos |Energio Korrelada| kiu eksprimos en
Fourier-a prezento

e = 57057 | 5 POV@LDND —0"@)

Oni povas vidi ke la polarizaga propagatoro al la nula diagramas en du partiklaj lineoj
klusas inter ilin.

DOy, #) = —1G (7, )G (', 7) Dgﬁ@:—@/d“qGiﬁ(E)Goa(ﬂﬁ)

kiu estas egala al la polarizago IT*.

De tiu oni povas kalkuli la mez valoro de la Coulomb-a potencialo en la sekvantaj
pasoj. Oni povas vidi ke al la unua ordo la ¢iuj interad lineoj kiuj ne portas momenton
nulas ¢ar V(¢ = 0) = 0 kaj ne portas momenton la lineo kiu konktigas la Fermi-a
ringoj GO(#, 7). La aliaj termoj estas la ringa termo al la dua ordo

& = 5507 | 5/ 4 DU@IC @)

kaj la unua ordo propraj polarizagoj kiuj oni povas vidi kiu estas finitaj. La ringa
energio estas en la ringa proksimado II* = II°

e i . 1 V d/\ (Ao (QT°()*
" ~ T W (@110(9)

kiu kompligi la skribon sed forpreni la divergencon al ¢= 0. Oni devus nun kalkuli la
polarizajon kiel konvoluo de du Green-aj funkcioj en Fourier-a prezento

() = 2y [k kel k) _ 0k —la s kDO ki)
(2m) qo + Wk — Wg+k + 11 qo + Wk — Wa+tk — 11

99
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kiu estas longa kaj laborema kalkulo. Oni volas nur diri ke tiu kontribuo donas
kontribuo al la energio

8korr o 62 (2

N = 2a (1—In2)Inrs —0.094 + O(rs lnrs)) rs — 0

w2
Si oni havus farita la ¢iujn kalkulojn oni havos obtenita per la jelea modelo

€ o € (221 0916 2
== 2_(10(7«_2 ~ = (- ) I, — 00944 O(r, 1n7’5))
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Capitolo 7

Statistika Mekaniko

7.1 Distribua Funkcio

La statistika mekamiko priskribas la termodinamikajn variablojn, (T, &, u, P,8§) per
la uzo de la dinamikaj variabloj (p, ). La statistika mekaniko devas priskribi la relacio
inter la inversigebleco mikroskopa kaj la ne inversigebleco makroskopa

Komence, oni volas konsideri ia priskribo de io sistemo de N partikloj en volumeno
V' en alproksomigo klasika sine konsideri surfaca korektado. Oni volas malkovri la
distribua funkcio kiu priskribas la probabla dinamika valoro por ia partiklo priskribita
en la |u-spacol, la spaco de la koordinatoj (p, ¢)*. Ci tiu funkcio

p(p, q,t)d*N pd*N g
estu
- Normaligita
Ciu relacio depenas sole de la energio, impulso kaj posicio.
- (V. +F -Vy)p(p,q) =0

-N—-oo0o V-0 N/V=cost|Termodinamika Limito|

e La sistemo estas dinamike priskribita per Hamilton-aj ekvacioj

Oni do konsideri la loko geometrika tie ene H(p, q) = E, ekvapotenco surfaco, en kiu
oni havas senfinaj valoroj de la du triobloj (p, g). Sekvinte la teoremo de Liuville

ke kondutas kiel fluo nekunpremebla.

Postulato 7.1.1 Ekvala Apriore Probablo Kiam ia sistemo makroskopa estas termo-
dinamike en ekvilibrio, sia stato povas esti kun ekvala probablo ¢io inter kioj plenumas
la kondicoj makroskopika de la sistemo.

De c¢ia variablo oni volas la mez valoro, la kvara mez devio kaj ¢ia sia kunrilata funkcio
¢ar ¢iu valoro, en la termodinamika limito, estas praktike la mezvaloro. La |Entropio]

estas definita kiel
8§ = klog(T'(E))

kaj agas simile al la termodinamika entropio ¢ar estas estensa (la entropio de du siste-
moj estas la sumo de la entropioj kaj § — N + O(log(N))) kaj sekvas la termodinamik

La spaco de N partikloj de kordinatoj (p,g) estas anstatatie la |y-spaco| kaj prezentas la
|Ensemble| (lait Gibbs) se N - 00 V — o0 N/V = cost
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dua lego. En la termodinamika limito sole unu konfigurado havas numero de oku-
pado multe pli okupita ol aliaj do la entropio estas kalkulebla per I'(£), volumeno
okupita inter du energiaj valoroj &€ < H(p,q) < &+ A, per X(&), volumeno oku-
pita inter surfaca nivelo H < H(p,q) ail la denseco de la statoj w(€) = e ().
Oni ne konsideras la energio de interacio inter la sistemoj, (ena proksimago) akirante
H(p,q) = Hi(py,q;) + H2(py, q5). La |Probablo| estas definita kiel la rejso inter la
interesa kaza kontrati ¢ia kaza. Por la y-spaco

['(&:)  Jeceiceqn e i3 dpdg

M) =S rE)™ =T Jemundapg

7.1.1 Funkcio Partaga
Lagrange-a Moltiplikatoro

Estu f: Q — R difereciebla en w € Y C R"™ aperto.
Estu M €Y wvarieco de klasa C' de dimensio m < n.
Estupe M CQkajg:V — R kun (v =n —m) ligilo pro M cirkate p. p estas
staciona punkto sse ekzistas A1, , A, moltiplikatoroj kiuj eksprimas i/(g) kiel lineara
kompono de ¢'(p) a1

f'p) = Z A;g5(p)

Si oni partas la spaco en n; en la ¢ stato, oni havas n partikloj en N mikrosopaj
statoj Q(n;). Oni volas serci la stato makroskopika ke koresponda al pli granda numero
de statoj mikroskopikaj per Q(n1,,n,) = n!/(n1!...nN!) prefere maskimigi la funkcio

Qn kun la vinkloj de konservo: S, n; =n 3, &m; = €. logQy = log (#'w,) -

logn! — >, logn,!. Lau la Lagrange-a moltiplikatoroj, oni devas trovi la maksimo de
la funkcio (logn! — 3. n;logn; —n;) + a(>_,n;i —n) + (3, n:€; — €) an kalkuli:

On, ((log n!— an logn; —n;) + a(z n; —n)+ ﬁ(z ni&; — 8)) =0

0=—logn; —1/n; -n; +1+a+ BE; do
nj:eo‘eﬁH

La energio de ideala gaso estas 3/2NkT do

3 N [ 1/2 - mo2eBl/2mv® g3y,
—NkKT = fioo OO/ 3
2 f—oo eBl/2:mv? {3y,

3kT =3(-1/8)- ¥/ (=2n/Bm)/{/—2n/Bm do B = —1/kT.

La |Funkcio Partaga| nedimensia estas

On(V.T) = Néw /eﬁH@,a)dsqup _ BAWVT) _ /°° cBISEO-0ge  (7.1)
: 0

kaj egalas esp(—AQ) kaj A := U — T8 estas la energio Helmholtz-a kaj por la du
termodinamik legoj L < AA. car:

1
05 Ni7w

sekvinte de —(H) + A + fdgA = 0.
Se la U Hamilton-a ne dipenas de p oni povas faktorigi la funkcio kaj obteni

1 s 2y mkT\3N 1
h3NN!/e rd p:( e ) = AN
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vita forco A estas nomata |Ond Longeco Termal|.

1 S(efﬁmng2 _ efﬁmngl) 3N
Qn ( )

~ NIASN Bmg
De kiu sekvas:A = kTlog(Qn) P=-0vA=-1/S 9, A
p kTN ePmgaz,
=g mg ePma(dz0—az,)
AP:PQ—Plszg/S A
<JGaso en rotanta cilindro
V(r) = ar?
1 — x,Y,2 N 1 —Bar? N
QN(h,R,‘I) = W(/e AV (zy, )dl'dde) = W(2TF/T€ B d’f') = h

i o
_ﬁ(/o %aeﬂm)N:m;N!(ﬁl eﬁaﬁR)

La presiono estas do

kgTN
2w Rh

kaj (PL) = ks T/mR20 1og(Qn) = ks TN/mR2h. A

 ksTN 2RBae’*

Oplog(l — e Pol’) =
e log( © ) 2rRh 1 — e—BaR?

fP// = —8V-A = kﬁTaR 1Og Qn =

Si oni operis sur la potencialo A la funkcio partaga estas generilo de mez valoroj
tial la valoro de la esponanto “falas inter” la integralo realizante gia mez valoro.

_ Jfp,@)e*Pdpdg _

(f) [e*Bdpdg

—kg?’@aﬁ log(QN) (72)
De tio oni dekovri ke la fluago de la ena energio kalas tiel v/N.

VI _ oAyt
OpA

)
(H) IpA 5

2

tial (H — (H))) = (H?) — (H)? (H)x N x(H) x N.

7.1.2 Mat: Kombinatoriko

- n elementoj prenitaj k je k: w = nF

- n elementoj prenitaj n je n sine ripeto: w = n!

- n elementoj prenitaj k je k kun intersango: w = (n’_l—'k),

- n elementoj prenitaj k je k sine interSango: w = (n%k'),k,

- Wy = H? Nl', ¢iuj modoj de poni N partikloj en n partumigoj

Si oni volas priskribi la sistemo kun la variabloj ((N), p,q,T) ¢ar de fakte, fizike, v
oni povas koni nur la mez valoro de la partiklaj por la ekstera kondocoj kaj ne la N
eksakta numero de ilin. Oni povas konsideri du sistemoj, iu granda kiu termostatas
la malgranda tiu ke N7 << N infinitezima. N = N; — N», do la korekta konto de N — N
Boltzmann 1/N! estas

D SR
NI 4= NI(N - Ny)!
1
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all la kombino de ¢iu modoj de poni Ni-n partiklajn en Vi kaj la No-n en V5 kun V3
kiu plenigas ¢ion spacon.

e Ny/N
ofte 22V 2V
2 = ePr Z(V,T,u) = E NQn(V,T) °E E o
N N
1% PV
<N>_Zaz10gZ—F—1OgZ—ﬁ
do <N2> — <N2> = PV/kT.

En la vido grankanona oni povas defini la |[Helmholtz-a Libera Energio| kiel

dA = —PdV — $dT + pdN (7.3)

Kiu estas la maksimuma ebla laboro agita de la sistemo en trasformzjo. Pluen, en
sistemo termodinamika izolita la Helmoltz-a energio estas minimuma.
La |Interna Energio|

dU = =PdV + Td8 + pudN (7.4)
La |Entalpio|
dH = T7d§ + VdP (7.5)
Finfine la |Gibbs-a Interna Energio|
dG = —=VdP — 8dT + pudN (7.6)
akirante:
= ()., = (20)
V,T P, T
La potencialo kimika estas Lagrange-a Moltiplikatoro ¢ar estas nevariebla kvanteco.
pi P2 2
Hi2(P12,¢12) = — k:
1,2(P1,2, 41,2) om " 2 om + 5 kolgs — q4
S€ Pem = %pl + %pz kaj r; = ry — 11, pri = |p2 — p1l
1 pe} _Phrei _po 2
Q (V T |2Nh6N H/e amAm e T2 e mp”ldgpcmidgrcmidgpriidgrrii

LN
2NAN ANAN

cm=ore

Qn =

8rksTm 2wksTm 2wkgT 1 1/2
— x (kgT)Y
Rem 13 VR kh2, AT
Pro kalkuli la mez energio:
—0dslog (ks )0, 7(10g ((kzT)"? + c)) = (kg’.T) L LT
A ® kpT T2

Horatl oni povas kalkuli (H) = —0glog(Qn) = %ngT-‘r%ngT—F %ng‘J’ = %Nk:g‘]’.
Oni povas vidi la |Th: de Egala Partumigo de la Energio|, ¢iu libera grado donas
al la mez valoro de la interna energio kontribuon 1/2NkgsT. Do en tri dimensio]

LN

2NA3NA3NA3N

Qn =
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(Uy = NkgT(3/2+3/2+3/2) =nksT -9/2.
La Se la potencialo estas |21 — 22|™ kun n # 2 oni ne povas separi la termojn sed
devas kalkuli la integralo per

N _ Bazg, \ N

cm=or

solvigebla per la gamma Euler-a poste havi uzita la polaraj koordinatoj.

7.1.3 Mat: Euler-a Gamma kaj Beta

Mat
|Euler-a T'|
< 1 1 (2m)!
. w—1_—t _ _
INw) := /0 tY"re dt Fim+1)=m! T'(m+ 5) = Yam
|Euler-a B|
1 2m
B(p,q) = / 1 — )t = 2/ cos?? 1 9sin?71 0dh =
0 0
0o p—1
_ / u du = LT(a) (7.7)
o (L+u)pta I'(p+aq)
Estas ofte utila tiu kalkulo: z= o/t

e n T I'(1/n)
Bax —t
e dx = / e ‘dt =
/0 o nyvaf nYal

Derivante la konstantoj, kiel la Euler-a I', malaperas do ne estas grava koni la
eksakta valoro de tiu integralo sed la formo de a kaj 3 ¢ar genere varias kun la variabloj
(7,q,...). Sen=4

B LNTN(1/4)
Qn(L,T) = N12NAN AN (47/aB/2)N
do (U) = ks TN (3 + 3n/2) -

7.2 Kvantuma Statistiko

Oni konsideras ensemble de N partikloj priskribitaj per la ond funkcio

1/’2(7’1,7"2n7"N) = |TL1,TI,2,,TLN>

La problemo de la atitovaloroj estas faktorigebla en ¢iu partiklo kaj dimensiono. Ia
sistemo de N partikloj identikaj estas nevaianta sub la interSango de la koordinatoj
de iu duplo de partikloj. Ia operatoro de interSsango P solvas la Shrodingera ekvacio
H|PY >= E,|Py > kaj P"'HP = H. P%*) = ¢ do Py = 4. Oni havas du
sistemoj ke pro la lego de superselkcio ne povas miksigis kaj oni nomas |Fermiono|;
se Py = —1 atl |Bosonolj se Py = 1. Obtenas do ke ia funkcio ¢, n, (71, z2) estas
esprimebla per iu funkciono simetrika kaj iu kontrasimetrika

< x|ng >< xalng > + < xo|ng >< x1|ng >

V2

Oni povas vidi ke la fermionoj ne povas Ceesti en la sama stato ¢ar nuligas la ond
funkcio |Pauli-a Eskluda Principo| dume la bosonoj povas Ceesti en la sama stato.

< xl,x2|n1,n2 >=
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Oni partas la energia spektro de n — i partikloj en g; celoj kiu havas energio &;. Por
la fermionoj oni povas konti kvantaj statoj havas g; ¢elojn kuntenantajn n; partikloj
sine intersango. Kiel supren

On, (1og1]:v[ ( fL ) - a(ij: ;) — 6(; & — &)

kun similaj kalkuloj

~—
|
S

e~ PE 1
" T 9IT gma=BE T 1 gaBEs

wﬂ_(sh—l-i-ni)
n ni

kiu kontas la statojn kiuj ponas g; — 1 +n; objektoj (g; — 1 barieroj kaj n; partikloj)
prenitaj n; je n;. Genere:

Por la bosonoj

2
N =3I ()
n, P
Simile al ekzemplo de la klasika statistiko oni havas
I (n
Pmikro — ; Q(E)

Kie Q(€) estas la numero de atitostatoj de energio ene la intervalo. Oni povas obteni
ankatu ia media incohera per

e Pealn)(n| e
pkanona - Z

Z e Ftn Tr(e*ﬁﬁ)

Tr(e_BH) = Qny = e P4, Oni povas diri ke

e e e
o = XL e = (X)) =115

n, P P i

1L [ 502 5 \N .
= ﬁ(ﬁ/e B2md3p) (klasike)

kie y° — 1/h* [ d®pd®q por la termodinamika limito.
En la vido grankanona

AU ZHn 1(26_627") :H(I:I:z_ BzL) log:I:Zlog (I:I:z 1 ﬁm)i

,5}}

P p
do oni povas obteni
F-D 1
(N)=1z20,logZ "= ———
14z le Bzm
B—E 1

2
e <l
p 2 le Pim —1

Pasinte al la klasika priskribo } - — V/ h? [d3p la

PV

BEp
=T =logZ = :l:Zlogl:l:ze P)

p
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Solvas oni tiun integralon en p en polaraj koordinatoj eksprimigante la logaritmo per
serio akirante
P _ 1 > (:F)l+1zl
ET A3 — 15/2
Definos oni f5/2 = > 2, (—=1)""1z L/15/2 pro fermionoj kaj gs)2 = Do L 2H/1572 pro
bosonoj. Oni povas vidi ke.

(7.8)

7<N> Ti 93/2 z
() =7 =20:75 = 13%0:952 = 713 V(z—l)

kaj simile per la fermionoj. La termo z/(z — 1)/V estas la okupado de la (ng) nivelo.

La mez numero de okupo estas
1 — N ze BE»
— E § B> Epnp — _ —
<’er> - Z N OZ }npe pNp — ('“)ﬁg,, log(Z) - 1 ¥ Zefﬁgvﬁtp
= n
' 4

Statistikoj de rispektive Bose-Einsten kaj Fermi-Dirac. Oni povas vidi du gravaj
rezultoj de tiu esprimo por malalta tempuraturo.
Oni volas montri la kvanteco de la kvantuma korektado al la termodinamika limito.

l 34\
B—E z A°n
AP P=TY wE A A+ O((A*n)?)  APn=> (13/2)
!

%

P A3n)d
WL‘T:%Z]‘J@/Q):%Z (Z (372))
P ) A3n

W,: —W‘i‘

kiu montras ia atraktiva efekto. Fakte oni povas vidi ke se la temperaturo en la Bose-
Eistein-a statistiko T — 0 sekve z — 1 ¢iuj la okupadoj valoroj apartenas al unua
stato (ng) — oo kiu nomigas |Bose Einstein-a Kondenso|. Oni povas vidi ankau ke

Spnp=N
(N) =22 (np)

=1
™

o~~~

1= A—3+@ @=1—(

T\ 3/2
A3 (N) (N) )

Te
prefere al la faza transiro je la kritiko temperaturo oni sentas la kvantuma efekto.

En la Fermi Dirac-a statistiko por 7 — 0 ¢iuj statoj estas okupitaj kaj egalas al la
numero de partikloj. |Fermi-a Energio|

1.2 - -

04 -
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e=N"Ge,

n=

N/V = (N)/A

A

Du axutostatoj

A
Centroj Adsorbaj

A

Fotonoj

Kvantuma Statistiko Statistika Mekaniko

Por iu obscilatoro armonika de ekvacio H = h?/2md?, + o/22? la alitostatoj de

la oscilatoro armonika estas

& =hy /2 (2 1 n)

m 2

por N partikloj, mallonge de 0 = Kelvin, oni obtenas ke la energio Fermi-a estas
&gy = En_1 , at la maksimuma energio kiu povas havi tiu N partikloj.
Se havas oni T << T oni volas dekovri la presiono de la Fermi-a maro.

7= 3 (5) X (atz) (a0

Py

p unuas ene pr kaj nuligas ekstere.
N % v 1 913 1 4n [P7
7 <n>—:——/ pdp:——/ pidp
V; P m h33 |p|<pr h3 3 0

PV/kT egalas B(Er — p?/2m) per p*/2m > & kaj nulas inverse.

2

PV _ V 4 [PF P2 P
VN oe(1 BEpy — Y ET 2(_F__)d
kT zp: og(l+2e7) = 1555 | P \5m ~am )

La kimika potencialo estas la energio petita por enmeti en la sistemo nvan partiklon
al la nula energio.

Oni havas N partikloj de maso m en volumo V' en atitostato]j {€o, €1} kun indico
de [degenerazione] g1, g2 por €p . = p*/2m + &, oni havas genere

1 _ N 1 _ 4\ N VN _ N
Qv =g( X)) = (e e ) = AgNN!(Zgne Bex)
p;n n P n

La interna energio kaj la terma koeficento al kostanta volumento estas
U= <H> = —3[3 1og(QN) CV = 8711
Farigas oni la sumo sur la statoj kaj ne sur la energioj.

En ia gaso (m, N, V,T) oni havas M centraj absorbaj kiuj povas kapturi partiklon
kun energio —&p. Trakas oni tiu sistemo kiel ia grankanona car la gaso estas kiel
termostato rilate la centrojn.

7 = Hiw(l —I—zeﬁ‘g“)

La centroj agas kiel Fermi-aj statoj kaj sumigas oni sur la sotoj kaj ne sur la energioj.
La mez valoro de partiklaj adsorbaj estas

zePEo )

<N>ads = ZazZ = M(m

Se havas oni du adsorb centraj specoj oni kalkulas la Z grankanona produktante la

sumo de ¢iuj centraj okupitaj. 1 signifas ke la centroj ne estas okupita, z4e%¢4 signifas
ke la centroj de speco A estas okupita, kaj zge”€# rilatas la B-ajn specojn. Do

Z:H{w(l—l—zeﬁg“ —l—eﬁ‘SB)
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Ekzercoj Statistika Mekaniko

&p = c|p|, U = 3TV estas bosonoj kaj havas spin £1.En la materio havigas oni la
|Fononolj kiu havas la sonrapido astatail de la lumrapideco. Oni ne povas determini
la numero de fotonoj car ili povas malkovri darinte energio al la atomoj. La kvantaj
numeroj estas (p,s) kaj oni elprenas indicon indikantan degeneron statan g. Genere
g = 25 + 1 sed fotonoj havas nur du au tostatoj do ¢ = 2. Havas oni degenero,
ekzemple, se, sine magnetika kampo, la spin ne akiras divers enrgiajn nivelojn. Do

2
Z =Ty, (1+ 270 ) =Ty (14 ze7r)

Per fiksa numero de fotonoj sercas oni kiam estas minusa la energio libera Helmholtz-a
al T fiksa. ONA=0=pu=0 z=1

:P 87V 87V Lol _ 87V =
R Z / yrel dp = R Z ] o 1~ n333E Z /A
Poste kaj simile

zV > e 87V (kT)! <= 6
_2ZC|P| ﬁcp 1= i 0 P2cpze Herdip = T BR3 2_4
l =1

Sekvas U = 3kT A

7.3 Ekzercoj

<IPresiono
Oni havas gason en skatolon de lato L. Oni kalkulas la mez valor de la impulso sur
flanko A. Oni havas la distribua funkcio kiel
A p?
f(p.a@) = 5 e"’mdf”p/ d’q
h3V Apt/m
kie Atp,/m estas la volumo okupita de la partikloj por ¢iuj direcioj de la impulso.
AtA3 o _gr? 2AtA3 1
= “Prmddp = Dpe—P¥Ed
(P2)p.>0 mh3V pm>0p e "2 AZBV 2 / ge” P2mdp,
AtA pZ AtA AtA At
-9 Prndp, = —— OV 2rmkT kT = —kT
hSVﬁ/€2p Eiate /m" mmkT) = o3y 2V
Presiono estas P = (p)/At do P = NEkT/V kiu estas la ekvacio de la ideala gaso. A
<IFermionoj
La statoj de spin estas g = 25 + 1. vV
N
_ —pp? BE 9
Z=Tpe (1 + ze” 2m ) =1I, (1 + ze T’) (7.9)
(N) =20,log Z = %fg/Q(Z) kz% = gA? f5)2(2).
Per T — 0 p%/2m = &
\% V4
Np=od tm) =g 3 1= o | Cr=agzgh
Ip|<pr lpI<pr
(N) = g2 Y2m2 (Er \JEqe — gor G g5/22 PV = 2/3u

(2 )3/285/2 3
—QZ”P p =92V sy = Wigts
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Kampa Priskribo Statistika Mekaniko

2 U1 V2
r= %%u: %SFN/V %ﬁ(gigﬂy/S 1/2 | 3/2
Oni havas spacon due separitan, en la unua parto partikloj havas spin S = 1/2
dume en la dua S =3/2. P; =Py m_|m
2 h? ( 672 )2/3 2R ( 672 )2/3
52m 21)?/2 © 52m 403/2
: 32 01 \5/2
e= AL a(A) ()2 =1/2 vy = (150

2 5 2
a=1/g*-1/23/2 %—%({]‘—er (‘}J) +.. —%23/2(“73) + )
k 3\ 2
Z:ATQ%+9L2%3/2<ATQ) + 25/2 3
i_i(z+z_ )= )__+1L(A_)2
ksT A3 2 A3 Tu A3922/5\ g
PV 1 A3
kT g22/5 v
A
Bose-Einstein-a Kondenso
v/Ajgs/a(1) = 1 /v = 1/A%g35(1) + limy oo (no)/V 1 = v/A%g3/5(1) + (n)o/(N) 1 =
A3 /AP + (ng)(N). La frakcio de kondenso estas (ng)/(N) =1 — (Tj,/T)3/2
En du dimensio
PV
Eimkit
A

7.4 Kampa Priskribo

Se oni havas IA(A operatoro de la sistemo, sumo de la Hamilton-a H kaj de la numero
de partikloj uN oni povas uzi Matsubara vidadon por skribi la Green-a funkcio en

Tiu kaze ¥ = (x,7) kie 7 estas perturbata iterado
reala numero, ofte 1/8 = kT

Gap(Z,T) = —PMtx(e™ K o a(2)] 1 ()

Ko = Hp kiu en la interad vidado skribos

_tr(e—ﬁko Zflo:o (_:b!)" foﬁh dITT[&(T)'lE]a (f)'lﬁlﬁ(fl)])
tr(e*ﬁf(o S, (=m)m" Oﬁﬁ dITT[&(T)])

n!

Gop(Z,7') =

kie oni havas uzita la bone notita difino de la libera energio A

e PA = tr(e‘ﬁk) PG = BA-K)
por difini la normaligita grand kanoka funkcio pg. La priskribo estas tute egala al la
nula temperatura priskribo, oni uzos la Wick-an teoremon, la Feynmann reglojn, la
Dyson ekvaciojn ktp.
Oni povas uzi tiu priskribo por kalkuli la adiabatikan [switching on] per la variado
de la parametro A\, K = Hy 4+ uN + \V. Do

T
)

Zax = e~ BAA A = MZax
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Faza Transiro Statistika Mekaniko

tiu derivago sur eksponenta serio donas

OzZax = O Z (= 6) tr(Ho + )\V Z 8Atr HO + /\V)" Ly
n=0 n! n=0

kiu disvolvigos en

. Ladx
IMNZax = —ge_ﬁ““(/\Vh A— A= . —Z (V)
0

Ke, kiel oni vidis en la kvantuma capitro, oni devolvigas en

v2

ot u)ter(f, )

I—)$2

1
dA 1
A=Ay F —/d%hm —(—(97—1—

7.5 Faza Transiro

Oni volas konstrui traktadon kiu povas priskribi la [comportamento] de la molekuloj Storo

en ensamble kaj malkovri la ekvaciojn kiuj priskribu la transiro de fazo. Fenomeno tre vy Dura

dificila priskribi ¢ar oni havas [rottura] de ergodeco kaj ne pli valoras la postulatoj de

la Statistika Mekaniko. Do oni devas difini potencialon kiu interagas inter la partikloj

por provi al apliki la uze traktadon supre priskibitan. do
Komence oni povas priskribi la sistemon kiel simple interado de sferoj Kune tiu

simple potencialo oni povas diri ke la molekuloj movigas libere en la volumeno sed

ne povas okupi la posiciojn de la aliajn. Si oni enmetas partiklon tiu havas V libera

volumeno. Si oni enmetas iu ali partiklon tiu havas V' — V¢ kiel libera volumeno. Iu

tria havus V — 2V libera volumeno (tie ne kalkulas ke se du sferoj estas [vicine] la

libera volumeno estas pli granda ¢ar surposicias la volumeno de interado). Oni volas

trovi la funkcio partaga

1
Qv(V:T) = r /dme*ﬁwm) => V(i —x;)) + Zu x;)
1<J

En la sfera dura modelo U estas nula kaj V nuligas se la distanco de |g;, — qj| estas
pli malgranda de dy. Oni povas kalkuli la produkton de ¢iuj posiciaj konfiguradoj

VHLBI(I — (sVo)/V) kaj sia logaritmo proksimigante Vo<<V SNix~

N-—1 2
InV -V IV + 0—% Voy2y Ly - VW
. 1:[0( 5 ) Zn Z( (V)) 2V

Kie Vj estas ok fojoj la volumeno de la dura sfero kaj oni difinas b := NV;/2. Oni do
obtenas

HD) = g (V- 5

Oni povas ankat utiligi la |Proksimago de Media Kampo| pensante de havi po-
tencialo [attrattivo] kiu agas medie sur ¢iujn partiklojn.

flm\>vo daV(x) _aN(N —-1)
de 2V

(V) = QN(T,V) ~ o5 / dze™P i<y Veallmizas])
v

f|m|>Vo

Kun la sekvanta distribua funkcio

1

(V = b)Ne7nTe
NIA3

Qn(T, V) =

oni povas trovi la presiono kiun oni scias kalkuli per P = —dy A kaj derivi la ekvacio A = -k Ty InQxn
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Faza Transiro Statistika Mekaniko

de stato notita kiel [Van der Waals-a Ekvacio|

aN?
2V2

P B N B aN?
kxT  V—b 2kgTV2

(?+ )(V—b):nkgﬂ'
La Van der Waals ekvacio estas bona proksimago inter la idealgasa stata ekvacio kaj la
transiro de faza sed ne montras la [comporamento] de la gaso en la orizontala trakto.
Maxwell diris ke la tia ciklo estas isoterma Car la integralo inter la punktoj A kaj B
samas en la du direkcioj.

Oni povas enkonduki potencialon kiu kungi la partikloj. Oni traktas la distibuan
funkcion kun Lennerd Jones-a potencialo kun tiu priskribo

Ox = 1 _ /dme—ﬁziq5((7‘;)12_(%)6) = NIAF H/dml—l—f |-’131—-73J|)

NIA
1<J

Kun f;; = exp(—0V(x; — x;|) oni havas funkcion limitata en la intervalo [0, Ro] en
kiu la potencialo agas (oni uzas potencialon de range finita. Si oni disvolvigas la pa
produkton oni vidas inicie la termon 1 de produkto de ¢iuj 1-o0j, poste la produkton
de la singlaj f;; mopliplikitaj per la 1-oj, la produkton de la duoplaj f;; fir kaj tiel pli

1+ fio+ fos+ ...+ fiafozs + fozfaa + ...+ fiafosfaa + ...

La f;; prezentas la interadoj inter la partikloj. Oni volas montri la bildon diagramati-
kan de la interadoj. Por ¢iu duoplo oni povas koniugi ati ne kun 2V =1/2 posiblecoj.
Se b; estas la sumo de la kontribuoj de | punktoj, prefere | — 1 ligoj, b; estas la sumo
de ¢iuj partikloj sine ligoj do la volumeno de la sistemo by /V = 1. by estas la integralo

[ dzidxafio =V [dpf(p)

1 1 1
21V A3 'V/dgpf(l’) bs = 3V AG /dmlded.’Bgleng = WV/dpf(p)

Generaligante

by =

kie inter ()-oj oni sumas ¢iuj amasoj [distinto]j dume la partaga funkcio Qx estas la
sumo sur la distintaj grafoj de N punktoj.

1
Qv = Figew 2 Som)
{mi}

Sgmy = C,C(Vb1)™, C(Vby)™ (2lwA3b)™2, C(Vby)™ ... (VA3 )™

Pro ¢iu amaso oni povas permuti la [ partikloj {! fojoj ¢iuj m; amasoj, do (I1)™t. Oni
povas ankall interSangi la amasojn inter ilin my;! fojoj. Do la rekta kontago estas

N!

¢= (1)mi (20)m= . ()™ (N~ myima! ..

oni havas

Vb 1
Qn = N|A3N Z S{m} = N|A3N Z NASNH( l)

{m} {mi}

en la vido grandkanona oni eksprimas la disvolvo de la stata ekvacio late la viriale
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Faza Transiro Statistika Mekaniko

v =3 S I(Ly L Hz_ow(VblZ) l!_ei%w

N=0{m;} =1

oni do povas skribi la stato ekvacio kiel disvolvo de la viriale

P 1 & -
@ZF;¥:1 blZl

Kiam oni havas disvolvon de Z en povecoj de z oni povas studi la sistemon per la nuloj
de la sistemo. La senfina polinomio havas senfinajn nulojn. Tiuj nuloj estas genere en
la kompleksa akso kaj havas preskat ¢iam ne nul imaginan parton. Kiam nulo havas
nur realan valoron oni havas [accumulazione] de la aliaj punktoj ¢ikatie ¢i tiu. Se oni
povas trovi trakton de la reala akso kiu ne plitenas nuloj la limito de la funkcio verse
tiu nulo estas analitika.

Young Th:
Si
Foo(2,7) = limv_,oow
v
estas [kontinua] kaj malkreskante sia derivago z0, estas analitika kaj strekte
malkreskante. Pro ¢iu zg en R oni havas du regionoj de analiteco ®

Oni do povas distingi inter la faze transiro de unua aii dua ordo vidante la malkon-
tinueco de la derivagoj. La faza tranziro al la unua ordo havas kuneksisto de la du
statoj en la ekvilibrio, en la dua ordo la sistemo pasas kontinue de uno stato al la alia.
Oni povas difini la |Parametro Ordal kiu estas la variablo kiu montras la malkon-
tinueco al la kritika punkto. Si oni konsideras P(V) kiel orda parametro oni povas
vidi ke sia derivago estas malkontinua al la unua ordo. Si oni anstataé konsideras
Vyaso — V Likuido la orda parametro estas de dua ordo. Dume la faza tranziro oni
havas la my mason de la gaso kaj la m; mason de la likvido kaj oni povas uzi energion
per Sangi la ininitezima kvanteco de likvida maso en gasa —dm; = dmy,. La Gibbs-a
energio estas do difinita kiel G = m;g; + myg, kaj oni povas derivi la entropio per 095G
akirante du diversaj valoroj de la entropio §, kaj §;. Oni do havas angulan punkton kiu
estas la sigulareco de la sistemo. En tiu puntko oni povas vidi la Ergodeca Rompo
kaj la sistemo perdas la simetrion de la mekanika statistiko priskribo. En tiu punkto
oni havas rompon ¢ar oni havas gravan fluktuadon de la denseco ¢irkatie la ekvilibrio.
En la unua ordo oni havas ankau fenomenoj kiel la senfiniteco de la komprimo en la
kritika pukto

A

1
K(T,V,) = V(?TV - —T T, m

dume al la dua ordo la specifa kaloro estas
CyTdg8 — |t|=¢

La afero pli grava estas la |Longeco Karatkeriza| de la sistemo. La korelacio de la
denseco kreskas kiel

G(r) = (n(z)n(0)) — (n(0)) o< . R

en la kritika punkto la karakteriza longeco

T—Tk
T
Kiam & — oo oni povas Sangi la skala faktoro de la retiklo kiu trasformas per

r=r/b G(r') =10 b¥27G(r)

oni do ne povas pli rekoni la pligrandigo de la sistemo. Kiel fraktalo la sistemo samas
pro iu ajn skala faktoro, krom makrokopike. Oni do enkondukas faman modelon kiu
priskribas tipoj de modeloj

Ext™" =49 00 t:=
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Ising-a Modelo Statistika Mekaniko

7.6 Ising-a Modelo

La Ising-a modelo naskis kiel modelo pro kalkuli la magnetizajo spontanea de la ferme-
taloj sed plialtigis sian priskribon traktinte ¢iuj fenomenoj kiu havas du grada transiro
kaj simetria rompigo. Tia modelo estas diskreta, oni vidas ¢iujn elektonojn en fiksa
posicio de la retiklo. La elektronoj estas priskribitaj per siaj spin kaj la oriento de
¢iuj spin povas kompleksive montri la rompigon de la simetrio. Tiuj fenomenoj forte
depenas de la temperaturo. En la pli baza Ising-a modelo la sistemo depenas sole de
la temperaturo 7T, la eksterna magnetika kampo H kaj la kostanto de parigo K inter
du proksimaj spin. La Hamilton-a de la sistemo estas

H=K Z 5i5j+HZSi
<ij> i

kie < ij > signifikas la sumo inter du |[Unua Apudoj|, prefere kun la ¢iuj elektronoj
kiuj trovigas al la sama distanco, la pli apuda.

Oni povas pluen difini aliajn grandecojn kiuj estas utilaj por kompreni la grandecoj
de la sistemo. La [Magnetizago| kaj la

M := (uo Z Si)
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Capitolo 8

Procesoj Stokastikaj

La stokastika proceso ati signalo estas nedetermina proceso g, ofte konsiderita sole per
la tempa variablo g = ¢(¢), de kiu oni scias sole sia statistikaj ecoj. La stokastikaj
procesoj povas esti stacionaraj se la statistikaj ecoj ne variigas en la tempo kaj povas
esti ergodecaj se Ciuj procesoj en la sama tempo evolvigas simile. Oni povas priskribi
ian proceson per sia |Probabla Denseco| kiu estas kiu estas difinita per

8.0.1 Mat: Asioma Difino de la Probabla Mizuro Mat

La Funkcio P(t) estas ... v

Kun la probabla denseco oni povas difini la momantojn de la proceso. La |Probabla
Momanto| estas la sumo de ¢iuj valoroj al la n potenco per la probabla denseco en
tiu punkto.

} N M
My 1= /d:m"fP(x) S N fo = infﬂ-

kir P; estas la fekvenco de apero de la M diversaj variabloj x; en la kampiono. La
unua momanto estas la medio kun kiu oni povas konstrui centrajn momantojn

M

N
O L EE Ry (AR SR

%

La pli grava centra momanto estas la dua ankail nomita |Varianco|.

8.1 Distribuoj

8.1.1 Difinoj

Probableco

Medio < z >:=& = [*_2P(z)dx

Varianco o := <a:— <z> >2 =<2?>-—<z>?

Probableco Kumulita P(a < z < b) := f: P(z)dx P(—oo <z <o) =1
Maksimumo, Miminumo ¢y := min(z;), g4 := max(x;)

Kvartilo q1|P‘J1 = P(_OO <z < ql) ; 1/47 qQ|qu ; 1/27 Q3|PQS ; 3/4
Mediano ¢, := p|P, = 1/2

8.1.2 Gauss-a, normala




Th:

®

Distribuoj Procesoj Stokastikaj

8.1.3 Binomiala

8.1.4 Poisson-a

La probabla distribuada funkcio lat la Poisson-a distribuado estas

Ae™H

x!

P(x)

Centra Limito
Se la numero de procesoj estas granda la distribuado etendas a la normala. . .

De la statistikaj procesoj oni povas ankat priskribi la media potenco de la signalo

1 t[)JrT/Q
Wito )=z [ Tla@Par B = [l
-

dume FE,, estas la energio de la signalo tempa limita. La spektro potenca estas
anstatate la potenco media sur ¢iu frekvencoj

Pu= [l3@)Pdo S =g = | [ a®etaf

Parseval
La kvar modulo de la signalo egalas la kvar modulo de sia Fourier-a trasformajo. ...

Korelacioj

La korelacio estas la produkto de du diversaj signaloj en siaj tempa variacio

1 [T/2
K12 = lim — / g1 (t)gg(t — T)dt
T—o0 T -T/2

La memkorelacio estas la korelacio de la signalo kun gi memo en diversaj tempoj

T/2 T/2
Ky (r) = lim l/ g1()g1(t — 7)dt = lim i[ g(t)g(t +7)dt

Winer Khintchin
La spektra denseco de ia signalo estas akirebla trasforminte latie Fourier la
membkorelacio de la signalo kaj inverse

Parametraj Pruvoj

La parametraj Provoj devas sub dri azuntoj validi:

- Nedipendeco grupa sampla

¢iu subjekto populacio povi in ¢iu samplo distribuita esti.
- Normaleco Distribuada

- Varianca Homogeneco
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Distribuoj Procesoj Stokastikaj

T Student-a
F Fisher-a

Regreso

Neparametraj Pruvoj, Frekvenco

Statatu la parametraj ili estas populacia distribuado nedepena, estas mapli zorga sed
utilizema kiam la distribuadoj estas ne normalaj.

Chi kvadrata

Estas pruvo pri frekvencoj bazita kiu komparas la observitan distribuadon kun la
atenditan (teoretikan). Sub la |Nulo Hipotezo| Hy la empirikaj frekvencoj egalas la
teorikajn n; = n;.

atl du empirikaj aroj interne de la eraro egala estas. Se x? < x?2 la nulo hipoteso estas
konsiderita kun erara probableco a. La vertoj de X2 estas tabulitaj. Alimaniere la
hipotezo Hy = Hg estas konsiderita.

Neparametraj Pruvoj, Rango
La |Rango de la obeservadoj| konsideras la ordan numeron de la samplo, prefere
la indeco ¢ per la ordenata serio {zg < ... < z; < ... < zy}. Oni uzas tiu metodojn

kiam la distribuado ne estas normala aii la la datoj estas tro malmalutaj ati la datoj
referas al la sama variablo in rangoj disigitaj.

8.1.5 Mann-Withney Pruvo, sumo de la rangoj

Kontrolas kiam du samploj apartenas al la sama distribuo. Hg : 24 = 2p na,np estas la numero datoj en la
samplo
R Rango
. na(na+np+1)
U= R R =
min ZZ: As ZJ: B Hu )
” _\/nAnB(nA—i—nB—i—l) Z_U—Mui0-5
v 12 B Ou
prefere:
1
U:=nang + % - R
8.1.6 Mediana Pruvo
A B

> W | T1A 1B | T1
<p| xaa T2 | T2
na npg n

2= N(|z1az25 — T2am18| — n/2)?

1IaNgN B
KomputMetodo

7



Bruoj Procesoj Stokastikaj

Sur R oni kontrolas se la aroj A kaj B estas: Hg : pa1 < paps, Hi : pa1 >
papp montrinte ke: xf, > Xi kaj xa1xp2 > T A22B1

R> data <- matrix(c(xAl, xB1l, xA2, xB2), ncol = 2)
R> line.names <- c("A", "B")
R> col.names <- c("1", "2")
R> dimnames(data) <- list(line.names, col.names)
R> alpha <- 0.05;
R> data.chi <- chisq.test(data, correct = FALSE);
R> data.chi$statistic > qchisq(p = alpha,

df = data.chi$parameter, lower.tail = FALSE);
R> xA1*xB2 > xA2*xB1;

8.1.7 Wilcoxon Pruvo, signa pruvo
Montras la grandecon kaj direcion de du depenaj samploj. Hg : 24 = 5.

1
T+ =S R HT:% d=T —

" _\/nA(nA—l—l)(QnA—i—l) Z:T—MT
T 24 or

Per malgranda numeroj n < 20, Hp konsiderita se P(TT > «) per grandaj numeroj
n > 20, Hp konsiderita se Z < Z, kaj Z > —Z,,.

8.2 Bruoj
Blanka

La blanka bruo estas karakterizita havi la sama frekvenca spektro per ¢iuj frekvencoj.
Fizike viuj sistemoj havas pasa bando do ankat la blanka havos iu frekvenco limita.
En elektroniko estas frekventa la |[Johnson-a Bruo| kiu depenas de la temperaturo
kaj de la resistenco

Pafa

At shot noise

1/f
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Capitolo 9

Materia Strukturo

Poste generala priskribo de la konceptoj de la kvantuma kaj statistika mekaniko oni
volas spcifike priskribi la kazo en kiu trovigas la natura elementoj kun ¢ia proksimajoj
repetitaj.

9.1 Notacioj

Kaze, oni povas voli markigi plu la grandecaj ordoj ke la dimensionoj de la grandecoj
kiuj estas ofte klaraj. Do nu introdukas la |atomaj unecoj| lai kiuj

c=h=e=m.=1 &):%u u = 27eV eozﬁ
Por pli bone kompreni la grandecoj uzitaj oni eksprimas ¢iu valoro por sia koresponda
energio (en la feksegara uneco la eV') ekzistante ¢iam ia relacio kiu koniugas la duojn,
tiel:

[eV-THz] n n [eV-nm] n [eV/K]
4136 v=hy =€ =1 21240 /A & =kT =8.614-10° T

Tabella 9.1: Atomaj Kostanto]

00[nm] &
50[nm] &

Por kompreni la grandeca ordo la lumo ruga estas A
v = 500[THz] T = 2/400[K] kaj tia violkolora X
vE=667[THz] T2 3'200[K)]

Oni uzos la sekvantaj notacioj: ia ond funkcio de la idrogena modelo estas notagita
per ¥(z,y, z). Tia solucio estas faktorigebla en

IENIE
IENIE

7
4

\IJ(Ia y7 Z) = Rﬂl(r)yml((ba G)Xi

kie Ry, m estas la funkcioj radia depeno, le la sfer armonikaj kaj y estas fukcio de
spin kaj povas esti 1 (h/2) au | (-i/2).
Tu atoma konfigurado estas priskribita per

n [°

all la valoro de la lasta Selo okupita (nobla gaso) plus la Seloj ne plene okupitaj. n
precipe numeras!, [ estas la angulara momanta numero? kaj e numeras la elktronoj
kiuj okupas numeron permesitan de la degenero de tiu stato.

Iskribita per naturalaj numeroj aii leteroj K, L, M ...
2gkribita per s sharp, p principal,d diffuse, f fundamental
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Korektantaj Termoj (Maldisa Strukturo) Materia Strukturo

En la optikaj transicioj oni uzos la |[Notacio Spektroskopa| por multaj elektronaj
atomoj en kiu oni konsideras sole la elektronoj de valento, tiu ke ne ceestas en Selo
plene okupita, kaj kalkulas la kopleksivaj numeroj tiel S de spin-a multobleco L de
angula momanto kaj J de totala momanto L + S skribante

QSJrlL ;

9.2 Korektantaj Termoj (Maldisa Strukturo)

Ia modelo de la idrogena atomo devas konsideri diversaj termoj kiu korektas pli bone
la konduto rilate al la esperimentaj valoroj.
La unua aspekto ke oni volas konsideri estas la interacio spin-orbito.

9.2.1 Spin-orbito interacio

La rotanta elektrono vidas kampon generitan pro la rilata movo de la nukleo ¢irkatie
B = E xv/c. V(r) estu la potencialo de centra kampo: V(r) = 1/r en atomaj unecoj.
La kampo rizulta estas E(r) = 1/r0,V(r)r. La energio de ia magnetik dipolo kun
magnetik kampo estas € = —p - B do

1 10V
Hso =—gns Blr) =551

kie la faktoro 1/2 estas la relativeca korektado de Thomas. Oni devas kalkuli
(n',l',m’,s'|Hso|n,m,1, s)

kiu dificile kalkulantas pro la ne komutatebleco inter I-s kaj ! ai s. Sed la kontribuo de
tia termo ne kuntenas la kvant numeron n, [ ¢ar la korektado elportas la degenero de
la kvant numeroj m kaj s. Oni do priskribas la Hamiltona kun la perturbata metodo.

(n',I',m', s'|Hsoln, m,1,s) = &, (m/,s'|l - s|m,s>‘n7l

Pro idrogenaj atomoj 1/79,V = Ze?/2m?2c?*r® do oni povas finfine kalkuli

2 fs|

€50 = 53 (A/2)(IA) {n,m 1]

1
- )

3
Sciante la mez valoro (r~3) en la kvantuma sekcio oni povas obteni
Z4e?h? A 9
€50 = Pani (4 ] e Gy sy
dm?2ctagn3(l + 5)(1 + 1) n(l+1)(1+1/2)

(9.1)

kie o estas la kostanto de fina strukturo aii €2/hc = 1/137. €go estas do multe pli
malgranda de &, kaj permetas la perturbata priskribo.

9.2.2 Relativeca Unua Korektado

Oni havas alian termon kiu formovi la degeneron de la n statoj kiu aperas de relativeca
konsidero. Kiel supren €2 = p>+m? T =&—m = /m2+p2—m =m(1+p?/m?)—
m =m(1+p?/2m? —p*/8m*+...) —m = p?/2m — p*/8m3. Nu oni kalkulas (p*/8m3)

pt 1 H2 \ 2 1 NEVAY
(¥l = 82;n3 [ton) = _2m<wn|(§m) [ton) = _2m<wn|(H0 + ?) [¥n) =
1
Com

(2 +220/r) + 220/r%)) = ~En(Za) (Z _ l+”1/2)

kaj o = 1 /137% montras la perturbata aprosimebleco.
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Atoma Vektora Modelo Materia Strukturo

9.3 Atoma Vektora Modelo i : ‘
Iy L !
Lat la vektora modelo oni volas priskribi la statojn de la totala angula momanto .J ?
kosiderinte la sumon de ¢iam angula momanto Geestas en la atomo. Oni povas sumi du
orbit momentoj angulaj obteninte I; + I3 = 0,1, 2h dume pro la angula momantoj de
spin 81 + s2 = 0,17 La kvanta numero J karakterigas la subnivalaj multoblaj statoj.
La numero de la subnivela multoblo estas la natura numero kiu alportas |L — S| al g

L+ S au2S+1siS estas la pli granda. 22
1 SlT lSQ

L I\ /2

9.3.1 Parigo

La parigo orbito-spin alportas fenomenon de precesiono car sole J kaj M estas
la unikaj vektoroj fiksaj sine magnetik kampo. De HSO = ¢l - S —9pH,, =
—£0p|L||S| cosd = €|S||L|sinf = S x Lkaj Lx L=5x8=0do

i = §j x L é’ = §j x S
Pro la parigo spin—spin ¢12515% = 012(5’2 — 82 -383)/2=rc12 (S(S +1) - 6/4)/2 Dume
por la orbitaj blglAllA2 = 612(f/2 — l? — Z%)/Q = C12 (L(L + 1) - ll(ll + 1) - lg(lg + 1))/2
Do
€rsL-S=¢15/2(J(J+1) = L(L+1) — S(S +1))

Do la diseco inter su statoj Sangas de la kvanteco
A=¢&s(J+1)

nomata |Lande-a Regla de la iIntervalo].

9.3.2 Sub Magnetika Kampo

Si oni ponas iu magnetika kampo pro la movo de la Sargo la totala angula momanto de-
vas precedi cirkate la direkcio de la magnetik kampo. Oni volas do serci la atitovaloro]
de la magnetik kampo at la akcio de la operatoro fi - B kie p. estas la koresponda
dupola momanto de J prefere iy = —MBgJ i = —MpL s = —2MgS.

—~ —~\—J
wy = (ML cos(LS) + ps cos(LS)) -

cos(LJ) = (LIL+1D)+J(J+1) = S(S+1)/2y/LL+1)/J(J +1) cos(SJ) =
(S(S+1)+J(J+1) = L(L+1))/2/S(S+1)y/J(J +1) do

J(J+1)+S(S+1) — L(L +1)
27(J +1)

g=1+

Kie g estas la |[Land’e Faktoro.

9.4 Interadoj

9.4.1 Elektromagnetika Ondo

€
—A(rt) -
—A(rt)-p

A estas skribebla kiel: A
AQ(UJ) — 21 (w)
(el(kv'fwt) + efz(k:v‘fwt)) p= Y 0 egcw?

N

A(r,t) = Apg(w)
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Interadoj Materia Strukturo

Oni povas kalkuli

2 _ eh? akr 2 A3

[Vbal” = pous;} (bl eV]a)l 1

Sciante ke p = mi = ma/k[Hp, r] oni povas eksprimi
— _1 5 — _ﬁ _ _ _ﬂ _ _ MWha ~

(19 la) = — - blpla) = — 2 (6| Hor — rHola) = 2 (€47 — r&ala) = " b Do)
kie

v =22 D e

La grandeco de tiuj koeficantoj estas
21 reh AO 2 wkr ~
wha = 153 (55 ) {ble™"eV]a) 26 (wha — w)

M} = (ble™™*TeéV|a) = —M,p do way = wpe. La pasajo inter la Stato a — b estas

nomata Radiado de Elmito Stimulita tiam la pasajo de la stato a al la b per la
radiado estas la Probableco de Adsorbo. Se la lumo estas polarigita la koeficanto
havas termon cos? (;\4) [altimenti] 1/3 per ¢iu direkcio.
La Koeficanto de Elmito Nature estas
32m3u3,
3c3h
Tiuj tri koeficantoj estas la |Einstein-a Koeficanto|-j
Pluen, oni povas difini la |Urta Sekcio de Adsorbo]|

nat __
Wpg =

|Mba|2

Whq Whq 4 e 1 9
Spo = —ba_ . Wha gy T C L My |26 (whe —
b nw)e I(w) m2c 47Teow| bl 0wba — w)

Nun oni povas solvi tia ekvacio kun diversaj proksimaj gradoj.

Dupola Proksimajo

haltigante al la unua korektado e**" P 1 oni devas kalkuli (bléD|a) por obteni
T
= (€0l — erlt) 8w — )

Nun oni volas kalkuli la matrica elemento de la eletrik dipolo kaj trovi la |Reglo
Selekcia Dupolal. Lati la radia termo la integralo donas

(m| Y qrifn) = /w:; S arndV #£0 = An#£0
l l

w12

Oni devas kalkuli la angulajn termojn

T 27 sin 6 cos ¢
/ Y*? sinfsing Y, dcosfdo
0

0 cos
al
X .
<l2m2|;|11m1> = (l2, ma|sinO|lymy) (ma| cos ¢lm1) = d1,,1,+10my,mi+1
<l2m2|%|11m1> = O1p01+10mg,mi+1
2
<l2m2|;|11m1> = 1501 +10ma,m1

de kiuj la regla selekcio Al = +1 Am =0, +1.
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Interadoj Materia Strukturo

Kvarpola Proksimajo

h
G Ak -
mc

rad —
Estas solvebla kun la komponantoj de ia tensoro kiu havas termojn de la angula mo-
manto (—th(z;0; — x;0,,)) kaj duplaj valoroj (—ex;z;). La unuaj termoj estas si-
milaj al tiuj de la interado kun la magnetik kampo priskibita per la hamiltona termo
Hyag = —p - B kaj donas la selekcian reglon havebla por la uzo de la operatoroj L,
L, kaj L, sur la ond funkcio de la idrogena atomo (Al = 0, Am = 0,+1). La efekto
estas de la ordo de
E ' E .,
- <f|7°|’>, =20 205.10°°
L (fILli) LB

2me

La duaj estas ekspimeblaj per la Hamilton-a termo H = 1/2VE kiu havas termon
err. Notante ke la operatoro de kvarpolo estas para sub inversio de la koordinatoj oni
povas obteni la aliaj regloj de selekcio (Al = 0,42 kaj Am = 0,+1,+2). La ordo de
tiu interado estas kvantigebla en

eE(f|r|i) Al o o n
_— Y — = 1 =
SB[l ag2r 10 ProA = 500[m]

La magnetik dupola at elektik kvarpola estas pli favorita en la ionigitaj atomoj ¢ar
estas frekvence vidi tiujn transirojn en la nebuloj kaj en la [aurora boreale].

Largeco Riga
9.4.2 Magnetika Interado
9.4.3 Interado kun Libera Partiklo
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Capitolo 10

Stato Solida

La stato solida priskribas sistemojn de atomoj interagantaj per ligoj kiuj posicioj estas
preskau fiksaj en punktoj de la retiklo. Gravas la [comportamento] de la sistemo kun
eksteraj interadoj kiel elektr magnetika radiado au siaj proprecoj (specifika kaloro,
termika kondukebleco, modulo de komprimo ktp) al variado de la temperaturo.

10.1 Ligoj
10.2 Retiklo

La retiklo estas la geometrika posicinado de la atomoj en la solido por la bilancado de la
interadoj. La |Bravais-a Retiklo| estas [griglia] senfina de punktoj diskretaj ponitaj
en la spacoj tiu ke la sistemado kaj la orientado samu en iu ajn punkto de la [griglial.
Oni povas elekti por ¢ia retiklo la bazajn vektorojn tiu ke oni povas [raggiungere] ¢iun
punkton de la retiklo per la elekto de tri interaj numeroj ni, ng, ns

r, = nlrl + n2r2 + r3n3

Sekvinte la grupa teoria oni povas kalkuli ke la numero de Bravaisaj retikloj estas 14.
La pli uzitaj estas la SC (simpla kuba) (por simplaj kalkuloj ¢ar ne estas tre uzita
nature), la BCC (kuba kun atomo en la centro) kaj FCC (kuba kun atomoj en la
centro de la [facce]). La aliaj havas formon ne kuba ¢ar povas havi ne egal latojn ati
angulojn.

a retiklo SC havas bazon ' = a(1,0,0),7? = a(0,1,0),r® = a(0,0, 1) kie a estas
la baza longeco de la retiklo.

Lait BCC r! :a/2(—1,1,1),r2=a/2( -1, ) rd=a/2(1,1,-1)
Lait FCC r' = a/2(0,1,1),7%* = a/2(1,0,1),7* = a/2(1,1,0). La ecoj de tiuj retikloj
estas

| V' punktoj n proksimoj r proksimoj [impaccamento]

SC a’ 1 6 a w/a
BCC | a?/2 2 8 V2a V3/8T
FCC | a®/4 4 12 V2a/2

Oni volas entroduki bazon tiu ke
’I“i . kj = 27T5;
Tiu bazon estas do formata de la vektoroj

277! 272 27r

k= e ky= i k3=

rl.pr2 x 3 rl.p2 x 3 rl.p2 x p3
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Fononoj Stato Solida

10.3 Fononoj

La atomoj de la retikloj, per eksteraj ondoj au per efekto de la temperaturo, povas
movi de siaj retikl posicioj. Si oni imaginas potencialon kun repulsio de dura sfero al
la atoma radio, minimo al la ekvilibra punkto z° kaj nuligante al la kresko de la radio
oni povas proksimigi la potencialon en armonika proksimado disvolvinte fine la dua
termo en potencoj de Az, movo rilate la posizio z°

0 1 0%V (x)
V(:Bnai) = V(:Bnai) + Z awnaiV(iEHAw:OA(Enai + 5 Z Z mv($)|Aw:O
not not mpBj nat mey

Ay Azmpg; + O(Ax)?

Oni sumas sur ¢iuj n celoj de la retiklo en la o numeroj de bazoj (tipoj de atomoj
en la ¢elo) per i direkcioj. La unua derivajo de la potencialo nuligas en la minimumo
dume la valoro de nula ordo estas ne interesa kalkulinte la ekvacio de la movo. Do nia
Hamiltona estas

nai 1 m3j mB37j 82‘/
H= ; gma + 30D Ve Avnaibampy Vil = B e

nat mBj

Nun la problemo similas al aro de atomoj unigitas per [molle] kun diversaj masoj. La
problemo estas la bone konita problemo de la armonika oscilatoro kies solvado estas
la ekvacio de la ondoj

i(k
Awnai _ Z ’U’O/L( )ezk':ce—zwt
e VMa

Kun la kondico de Born-Von Karman Azy = Az (ai ¢(x + L) = 1(x)) oni povas
facile vidi ke ankt la ond vektoroj estas kvantigitaj

o (k) kN 27
— 1 1 a )
Axy — Azg =0 Ek —\/m_a( —e )=0 k:——N m

10.4 Dielektrika Solido

La Maxwellaj ekvacioj de solido ponita sub elektrika (eksterne E interne D) kaj
magnetika B (H ene la solido) depenas de la sarga distribuo p(r) kaj de la tempa
variacio de la kampoj

VD=p VB=0 VXE=-0yB VxH=H+ 9D
en lineara proksimajo en la frekvenco dominio d; — w

VH() = J(0) ~ wD(w) = o(@)B) ~ e @)B) = —weo(er) +15

la [suscettivitd] elektrika x(w) :== €.(w) — 1 estas analitika funkcio kaj oni povas
disvolvigi gin. Sia poloj estas sur la nea kompleksa mez plano. Si oni kalkula la cirkla
integralo sur la plusa mez plano gi nuligas.

Si oni ne havas liberan Sanrgojn p = 0 oni havas en la solido ¢i tiu oscilanta kampo.
Vx(VxE)=—-uV x H=—puoE — 10} E V?E = 110} E + noo,E

tiu ekvacio priskribas periodikan ondon E(w,r) = Egexp(:(kr — wt)) kiu havas sol-
vason sur la spaca dominio V2E = cE = —pew?E — 1ucE kaj sur la tempa dominio
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Dielektrika Solido Stato Solida

ueE—i— ;wE = cE = —k?E kaj devas solvi la kondico (—k?+w?ue +wo)E = 0. havas
solvadon de la formo

E = Bye'kr—t) — poetRk)z—w) =Sz p._ % [e & Zg n(w) = < k(w)

Notite ke la intenso I havas amplitudo proporcionala al la kvar modulo de la kampo
o |E|? nur la reala esponanto kontribuas al la atenuado de la intesajo Egexp(—Sk)z.
Oni do povas kalkuli la |Refleksado Koeficanto| kaj la |Trasmesado koeficanto|

La polarizajo P(w) := Y a(w)eo E(w) estas akirebla per la kalkulo de la polarizeco
a(w) kiu dividigas en atomika kaj retikla

a(w) = a"(w) +a""(w) =

(er(w) = 1)

2=

La kalkulo estas kondukebla al ekvacio kiu priskribas la movo de la elektronika Sargo
pro ekstera forco.

d" .= —Zes(t) Zms = —Zmwys — ZeE
kiu en la frekvenco dominio montrigas

E d* Ze2E
so(w) = e P = o

m(w? — w?) v Vm(wg — w3)

kiu ofte etas konsiderata frekvenc ne dipenda (se la frekveco estas tre alta la polarizajo
ne 3angas direcion kun la ekstera kampo). La retiklo movigas anstatatie per la ekvacio

e*FE
pwd — w?) —rywp

ps = —pwis +e*E — yus s(w) =

Oni povas, uzante la proksimajo per v — 0, reskribi

8*2

ret —
(@) peo(wg — w?) — 1w

= ce*QPp(

! — ce*sz( ) +amd(wh — w?) =

2

;2) + mi(é(wo — (U) + 6(010 + w))

wo — w 2wq

defininte la limitoj €(w) — w00 €co kaj €(w) —,0 €0

o Woled—€X) T
er(w) =€+ Owgfw? + 25(4)0(62)(5((4)0 —w) + 0(wg —w))
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Movaj Elektronoj Stato Solida

Oni do havas du termoj, la reala

10.5 Movaj Elektronoj

Komence, oni volas priskribi metalon kiel potenciala kavo de liberaj elektronoj. Tiu
sistemo sekvos la Fermi-a statistiko kaj estas nomata jellium model att |Fermi-a Gaso|.
Oni uzas la Hartree-a proksimajo de nedipenda elektronoj ¥(r) = [, ¢i(r;). La
energia niveloj estas bone konitaj per la valoroj &, = h%/2m - (k2 + kg +k2) =
h?/2m - 7?/L* - (n3 4+ n? 4+ n?). La nedipendaj ondaj vektoroj k estas en la unua
[ottante]. La totala numero de elektronoj N kaj la denseco u estas kalkulebla per

N;:/dkf(s(k)):/dsg(e)f(e) u= % :/d89(8)f(8)8

kie g(€) estas la denseco de la statoj kaj f(€) la statistika distribuo de la partikloj. La
denseco de la statoj estas skribebla kiel prefaktoro de la Sango de la integrala variablo
se oni dividas la ond vektoron k en la partoj perpendikulara k; kaj tanga fe al la
Fermi-a surfaco €(k) = &5

Ja=f /m |ng8 |d8‘/ 9(&)de

En grandaj sistemoj >, — V/(27)? [ dk

4A7k? 1 /2m\3/2
zk:f(g(k))*‘//d&g(c‘i)f(éi) g&)=2- _(ﬁ) NG

kie la faktoro 2 estas devita a la multopleco de la elektrona spin. En la modelo de
nedipendaj elektronoj

h2k2 * 2 2
ek) = e(k) = 5~ m"(k) = h? [ RE(R)
oni difinas m la |Maso [Efficace]|-n de la partiklo devita al la valoro de la k. La
efikaca maso estas grava por kompreni la [ruolo] de la elektrono en la trasporto de
varmo all kuranto. Si la efikaca maso estas malgranda la kurvado de la funkcio (k)
estas granda kaj forte depenas de k kaj la elektrono estas bona kondukilo.
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_ 1
&) = Ge—wn
B=2% p=0nA

f(&) ~ e BE—m)

vVer) = (02 + 20.)V(r)
A2V(r)
V(r) = Le=A"

Bandaj Strukturoj Stato Solida

De la antatia formulo konante la totala numero de la elektronoj N oni povas trovi
la Fermi-a nivelo

A B h? o IN\2/3
N=gagmi2 &= 5o (0y)
Oni povas do kalkuli la energia denseco
> Er 3N
u= / deg(&)f(E)E = / dég(&)€ = gv&;
0 0

Kiel supren skribita la Fermi distribuo depenas de la temperaturo J de la sistemo
do la elektronoj havas probablecon havi energion pli granda ol la Fermi-a ankati se je
la ambienta temperaturo T¢ = 104[K] dume T £ 10?[K]. Se la energio estas granda
la distribuo estas egala al la Boltzmann-a . Genere la kimika potencialon depenas de
la temperaturo kaj de la totala numero de elektronoj

b= (T, N) = (To) — (7 )2+ O() = &5

En tiu elektrona libera modelo si oni enmetas en la solido Sar v gon ¢ plusan
oni havas potencialon eksteran en la elektronan gason kaj oni devas solvi la Poisson
Ekvacion.

V2V(r) = —4mp(r) = —4m(—e(n(r) — o))

En la [Thomas Fermi-a Proksimajo| la ekstera potencialo varigas malrapide kaj sangas
sole la energio de la sigla partiklo kaj la Fermi-a distribuo (k) — E(k) — eV(r)
p— u(r) =pu+eVir) = s +eV(r) h?/2m- (3n*n(r)) ~ €5 + €V kun klasika
elektrostatika termo eV(r).

1 /2m\3/2 3/2 1 2mN\3/2 5 3eq(r)
nr) =55 (Gz) Erreve)” =5 (7)) e (15 )

Sekvinte la Poisson-a ekvacio kaj poninte la sferika simetrio V(r) = V(r) oni povas
difini rg5 la |Thomas Fermi-a Radio| aii la distanco de defalo de la potencialo ene
libera Fermi-a gaso

&g q —.r
rog =4 ——— V(r) = =e 77F
T 6mnge? (r) r

Tiu radio estas malgranda en la metaloj, kiuj ne povas havi separon de la Sargoj,
kaj granda en la [isolanti] ¢ar la elektronoj estas ligitaj kaj ne sukcesas [schermare]
la liberan sargon. Kelkaj materialoj povas havi la |[Mott-a Transiro| transigante de
metaloj al [isolanti] sangante la valoro de la Thomas Fermi radio.

Si oni varmigas la materialon la elektronoj eliras de la sistemon kun la kuranto

2e o e h
J = —env Iy / dk dkz/ dk, f(E(k), T)—k,
@23 Joo Kin |€(K)>Vopar+E m

kie Vi« estas la potencialo de ekstrado de la elektrono.
Kalkulinte. . .

oni obtenas la |[Richardson Dushman-a Legxo|

4mme _ Vekst
Jo = (S5 ) (kp T 5
P
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10.6 Bandaj Strukturoj

La pli bona priskribo de la elektronoj en periodika retiklo estas donita de
Bloch-a Teoremo

Si oni havas periodikan potencialon la ond funkcioj kiuj solvas la Schrodinger-a
ekvacio estas planaj ondoj modulita por periodikaj funkcioj. La potencialo estas

( h2v?

V() )(r) = EU(r) | V() =V(r+R)

Si R = nja; + noas + nzas estas la retikla paso oni povas skribi la ond funkcio kiel
Uy (r) = e* Py (1) ’ Yp(r+ R) = g (r) ’ U(r + R) = e Bojp (1)

Oni volas serci funkcion de formo kiel supre kiu solvas la ekvacio al memvaloroj. La
ond funkeio en la reciproka spaco estas kalkulita per sia Fourier-a trasformo g (r) =
Dok cre™™ kun ¢ o fdre’“"w(r). Pro la periodikaj kondicoj la pontencialo samas
en Ciuj punktoj r + nR de la retiklo.

V(r)=V(r+ R) Z Ve
La kalkulo en la reciproka spaco estas pli facila
Z—(’ elkr—i-ZVK(’ke = €Zr’ke
kK

La koeficanto ¢, estas multiplikita per la faza faktoro e**” do

Cr X Z/drel(k*k/” = 0r'k Z/d're (bt K—k)r ch fe.
o

K

La ekvacio al la memvaloroj kundikigitas al

(Z—i - E)Ck. + ZVKCK—k =0
K

La solucio samas tiel per iu ajn vektoro K de la regulara strukturo de la retiklo. U
Per tiu teoremo oni povas diri ke en ia unua Brillouin-a zono k € [—7/a, 7/a] estas
egala en Ciuj.

Preskatu liberaj

La unua proksimajo konsideras la elektronojn kiel preskati liberajn. Oni devas do solvi &y (k) = 2%
la samvalorajn ekvaciojn al la memvalorojn

(8 — Eo(k))ck = Z VGCk—G
G
(3 —&o(k— G))Cka = Z Verck-c-c¢' = Z Ck—G"
[eZ leTe!

En la ipoteso de malgranda potencialo nur la koeficantoj kiuj havas memenergio simila
al la kinetika energio estas gravaj

Yo Vo-ct-c 2 2
_c= E=&E k-G k*~ k-G
Ck-G N e) o )= | |
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Bandaj Strukturoj Stato Solida

prefere nur la elektronoj kiuj plitenas la Bragg kondico k? ~ |G — k|? malgrandigas
la denominatoron kaj Sangas la energiajn nivelojn [vicino] al la bordoj de la unua
Brillouin zono. Oni do devas solvi amaiu ekvacioj
(ﬁQkQ (f’z2|k:—G|2
2m 2m

— 8) Cck + Z Vaeck_a — 8) ck—a—V_ger =0
G

Estante sistemo de du ekvacioj estas solvebla se la determinato estas ne nula. Tiu
kondico portas al la rezulto

DURA LA \/ieo(kz —G) = &(k)? + Vo

prefere oni havas du diversaj valoroj kiuj permetas la ekziston de la partiklo nur en
kelkaj bandoj dume aliaj bandoj estas [proibite]. En unu dimensio la ond funkcio
estas la [super pono] de eniranta kaj refleksa ondo. La denseco de la statoj estas
p+(z) = [ty (2)|? =~ cos?(nr/ax). Tiu modelo estas utila per la metaloj de la I, ITIII,
IV periodo car la elektronoj de la Seloj s, p estas malmulta kunigitaj kun la ionoj.

e+ =

Forta Ligo

Por la elektronoj kiuj estas forte ligitaj al la ionoj ( la metaloj de transiro kiuj ne
havas la d Selo plene okupita kaj la [isolanti]). Kiel en la Materio Struktura oni povas
priskribi molekulon kiel lineara [superposado] de atomaj orbitaloj sed kun la periodika
kondico de la teoremo di Bloch. La ekvacio kiu oni devas solvi estas tia de la izolita
atomoj kun la interado de la aliaj en la [cella).

h2v?
2m

EYi(r) = Hyp(r) = ( + Vatr(r —mn) + Zvat T—Tm))¢k( )

m#n

Pluen la ond funkcio devas havi la Bloch-a formon kaj estas [sovrapposizione] de atomajj

ond funkcioj
= Z elkrnf(’r - rn) = Z ezkrn Z ai¢?t(7‘ - rn)
Kalkulante (¢;|H — E|¢r(r)) = 0 kaj definante

Sij(rn) = /dr¢;(r)¢(r — 1) (1= 8,,0) Vi = /dm (D2 valr =) oulr)

m#n
yr) = [ drgs ) (X Valr = ) és(r)(1 = b0
me#n
oni obtenus
Vi +T(k)
1+ S(k)

En la SC retiklo oni havas nur interadoj kun 8 [nearest neighbours]. La kalkulo

de
Z “’"/drqﬁ Z Valr —rp, )(b(r —ry) = Ze“’"’*y

n#0 <mn> n#0
= 27y(cos(kza) + cos(kya) + cos(k,a))

E(1+S(k)+Vyu+T(k)=E1+S(k) Ek)=2¢& + ~ & +Vu+T(k)

Rilate al la energio &; de la atoma nivelo [ oni povas havi valorojn

ksa k k~0 k2a?
ESL& 81+0+27(cos (2T)+1—2sm ( 2@) + 1—1—;) =& + 6y — va’k?
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10.7 Kuranto

Dume oni povas konsideri la eksternajn kampojn klasike kiam ili ne varigas en la atomaj
dimensioj kaj sia frekvenco ne estas komparebla kun la energio de inizago au de banda
transiro, oni devas konsideri la elektronoj kiel kvantumaj partikloj. La elektrono estas
onda paketo kiu havas grupan rapidecon v, = Viw kaj en la Bloch-a priskribo en la
n-a bando oni havas

1
Uy = ﬁVkEn(k)

kiu montras ke se la funkcio £(k) ne estas kostanta la rapideco neniam nuligas v, o
Vi€ # 0 do sub kostanta forco md;v = eE la rapideco kreskas kun la tempo v =
eEt/m kaj la kondukebleco estas senfina. Tiu kiu limitas la kundukebleco de la kuranto
estas la fotonoj kaj la difektoj de la retiklo kiuj interagas kun la elektronoj. Oni volas
do formi priskribon kiu konsideru la [modifiko] de la elektrona distribuo per kostanta
forco kaj la interado kun la defektoj de la retiklo. La kuranto estas do

dk 2e
J" B 2/I‘BaZo (27T)3 (_e)vn(k)f(k) B _h(2ﬂ—3) \/I<‘BaZo dkvken(k)f(k)

Si la bando estas plene okupita la funkcio £(k) estas para, sia derivajo estas do nepara
kaj nuligas 'integralon sur la periodika intervalo. Nur la bandoj ne plene okupitaj
povas trasporti kuranto do si la bando estas preskatt malplena oni diras ke la kondukeco
estas devita ol la nea Sarvoj (kiel elektronoj sed kun diversa efika maso) se estas
preskati plena estas la [buche] de plusa signo trasporti kuranton. Per la |Boltzmann-a
Ekvacio|

F = 1 0l0f +oVaf+ 3 Vs = (0f)

la maldekstra termo esta la koliza au la probableco ke la elektrono, kolidante kun alia
partiklo, Sanas staton.

dk’

Poow = | Wi FR)A=FK))  (90f) = Puw = Pu
7 kol
Wi_r = 0:Pr_p estas la probablo de transiro sur tempa uneco inter la stato]

|k), |k') kiel priskribita en la Fermi aurea lego. Tiu estas tre dificila integral diferenciala
kalkulo, ofte neebla ¢ar oni ne konas la Hamilton-a de la interado inter la du partikloj.
Oni uzos do la |Tempa [Rilassamento] Proksimajo| kiu diras ke en finita tempo
7(k) la derivajo estas proksima al la [incrementale] valoro inter la iniciala kaj finala
statoj.

70 = folk) F 7) = folk)
(001) = =5y = OV R = R

Si f ne depenas de la posicio ¢ar la eksterna kampo estas uniforma (space) kaj kostanta
(tempe) la Boltzmann ekvacio rekondukas al

7 (k) = fo(k) + 57(k) EVf (k) = =7 (k) EVi fo(k)

La lasta termo estas lineara repondo al la ordo O(7). La ekstarna kampo movas do la
Fermi-a distribuo de valoron kiu permetas la kuranton

—€

J, =
473

/dkv(k)(fo(k) + %T(k)Ekao(k)) =0+0E
kie o estas la tensoro de elektrika kondukebleco. Oni povas vidi pluen ke la derivo de

la Fermi distribuo Vg fo(k) = 0c foViE(k) = hde fu, (k) depenas de la temperaturo
kaj estas ne nula nur en la proksimajo de la Fermi-a energio.
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Term Elektra Efekto

Kun la sama Boltzmann ekvacio havas ankat la termo r depena.

/ _Tfo f(k) ~ fo(k) + %Tkao — 707 fov VT

V05 [V, T+ kVyf =

La elektrika kuranto nun havas alian termon kiu estas devita al la terma gradianto pli
term elektra koeficanto.

J. — _4_;3 ((/dkv(k)%TkaO)E - (/dkv(k)raqfov)VT‘T) =L E+ Li»(-V,7)

cy ‘T)

(
267’3 37<8>

- 3m*

267‘5
3m*

L122—

87(/dk41?8(k:)f0(k;)) _

Oni nomas |Seeback-a Efekto|n la kuranto devita pro la term elektrika gradianto
kaj la |Peltier-a Efekto|n La flukso de kaloro devita pro la elektika kampo.
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Capitolo 11

Nukleara Strukturo

En tiu ¢i capitro oni volas priskribi la formo kaj strukturo de la nukleo.En nukleara
traktado oni havas gravaj numeroj kiuj estas tre uzitaj. Oni iras prezenti ilin.

A estas la numero de massa atl la numero de protonoj kaj neutronoj, N la numero de
la neutronoj kaj Z de la protonoj. Scribita per

A
NXz

11.1 Atoma Potencialo

Protonoj kaj Fotonoj estas ambai fermionaj partikloj de spin s = 1/2. Latie la Fermi-
Dirac-a statistiko oni povas priskribi la nukleo kiel fermiona gaso. La du partikloj estas
de du diversaj “kimikaj specoj” kaj estas traktigi separe. La protonoj havas Sargon kaj
ilian potencialon depenas pro la Z numero. Ekzistas ankati alia potencialo kiu depenas
de la nukleara forco. Ci tiu potencialo nomigas |[Woods-Saxoon|-a potencialo kaj
estas dedukta de la Fermi-Dirac-a statistiko, sia potencialo estos do:

A
V) = e
La |Forco Nukleara| estas forco kun proksima interacia radio (kelkaj fm) kaj sia
forco estas preskat la sama en sia akcia radio. La Nukleara forco estas eksplikebla por
la interacio de ia partiklo, la |Piono|, kiu estas bosono. Tia partiklo estas elmetita
kaj absorbitaj de la nukleonoj kaj reglas dinamike la relacio inter ilin. Tia partiklo
eksistas en la tempo konsentita de la nedetermina principo por ne Sangi la mason de
la nukleonoj kaj, estinte masiva (~130MeV/c?) agas sur malgranda spaco kaj tempo.
Pro la Heisenberg-a principio AzAp = h oni scias ke la elementara volumeno en
la faza spaco estas V = (AxAp)® = h3. La energio de ekscitado en ia nukleo estas
tre granda, sekvas ke la protonoj ceestas en siaj elementaraj statoj. Oni povas kalkuli
respetka Fermi-a energio. La totala numero de partikloj estas dn = d3qd3p/h® do

I A _47TVp31‘; 5] 3A
nETE ), P E s Pr=M v

La |Nukleono|-j, protonoj kaj netronoj, estas proksimaj ¢ar estas plitenas al ia fiksa
distanco de la nukleara forco. La volumeno de la nukleo estas V = 73 A kie 7o estas
empirik valoro kaj ekvalas rg = 1.22 fm. En tia modelo oni havas n niveloj okupitaj
pro du netitronoj kaj du protonoj kun spin antativersoj. En n niveloj havigas 44
nukleonoj do

h ./ 3n h2 (3)2/3

Pr="20V 1r4 F=ozm\x

™
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Sela Modelo Nukleara Strukturo

_M ! !
b e | v
_$_$_ _W lJ-N-nJJM:\o‘
N —ay

Figura 11.1: Nivela Okupado

kiu ne depenas de A kaj valoras preskat 33 MeV. Oni havas ankai ia ligo energio B
kiu superas la Fermi-a energio kaj valoras 7TMeV.

Oni devas anstatatie konsideri ke kiam la valoro de A kreskas oni devas konsideri
ke la numero de netitronoj superas la numero de protonoj por kontrasti la elektrikan
repulson. Do oni devas scii ke la numero de la neutronoj superos la Fermi-a energio
kaj provizi repulsa termo al la energio de ligo. Si oni konsideras ke la n partikloj ne
estas 44 sed N + Z ni scias la mez valora energio estas

DF PF 3p2
Sin = Sin 2d 2d Z——F
(Ekin) /0 kinD p//o pdp=¢5 -

Ekin = N(EN) + Z(&p) = 3/10m - (Np2 - + pr)F) al

3 h2 (3)2/3 N5/3 4 75/3

Ekin = — 3
k 10m rg A2/3

E
disvolvigi late (N — Z)
3 h?3\2/3 5(N—2)?
fro = BBV (4 N2

10m T(Q) T

11.2 Sela Modelo

Kiel atome oni povas vidi la konfigurado de la nukleonoj en la nukleo kiel elektronoj
en centra potencialo. Oni havos la saman priskribon de ia centra potencialo kun
kelkaj malsamajoj. Protonoj kaj nefitronoj havas malsaman potencialon pro Coulomb-
a repulsio do estas de diversa kimika speco kaj okupas la samajn niveloj. Oni havas do
diskretajn nivelojn per la kvantumaj numeroj {n, !, m, s} okupitaj de du protonoj kaj
du netitronoj. Oni ne havos degenero de la numeroj {n,l,m} ¢ar oni devas konsideri
spin-orbito interacio kaj relativecaj termoj kiel en la atoma kazo sed multe pli valore
grava. Kiam la precipa kvantuma numero estas plene okupita oni havos la Selon
fermitan kaj la numero de protonoj ati netitronoj ke fermas Selon nomigas |[Numeroj
Magxikaj| kiuj estas 2 8 20 28 50 82 126. Oni vidas granda stabileco kiam
la nukleonoj proksimas este en numero de la magik numeroj kaj siaj liga energio
kreskas. Oni povas priskribi la konduton de la nukleoj kun Z kaj N proksimaj al la
magik numeroj. Oni povas fakte konsideri ke la nukleo en fermita Selo estos malmulte
aktiva dume la nukleoj kiu havas Selon malfermitaj havos ia spin, angulara momento
kaj pareco ne nula. En la nukleo ne plu valoras la reglo de Hund do oni konstruas
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gin metinte spin kaj angularaj momentoj nuligantas latigrade. Si oni havas nukleonojn
pliajn at malpliajn de tia de la magik numeroj aii la nukleo estas ekscitita, la nukleo
havos la konduto de tiu ¢ nukleonoj. Oni do difinas la |Isospin| I kiel la sumo de
¢iu spin ne nuligita pro aliaj nukleonoj kaj la |Totala Angula Momanto| J. Kiel
en spektroskopa notacio oni volas uzi ia feksegan notacion uzinte J kie P estas la
pareco P = (—1)! kaj nl; pro priskribi ia stato kie n estas la precipa numero, [ tia
angula (s,p,d, f,...), j la totala angula momanta numero j = [ + s. Tia proksimago
estas preskai valida per numeroj multe mallonge de tia magikaj.

11.3 Kolektivaj Modeloj

Le nukleo havas ia formo kiu ne estas ¢iam sfera sed pli ofte oni povas priskribi gin
per elipsoidala ¢ar tia traktado estas bone aproksimiganta kaj simple car traktebla
per simetrika akso (kaze ¢i tiu es). Oni traktas kiel rotanta solido de Hamilton-a

H, = h/2I - i/2 kie I estas la inercia momanto kaj L tia angula. Oni povas do
kalkulinte tiuj atitovaloroj (h/2m - I(I + 1)) vidi |Bandoj Rotaciaj| difinitaj per la
kvanta numero I. Kaze de nukleono ne kunigita pro nukleoj para-nepara (A nepara)
la nukleono ne kunigita havos sia parto en Hamilton-a aditiva termo kie H=H,+h
separebla en komponi en kiu L= (L — l) .... Oni povas trovi la solvado de tiu
ekvacio en termoj de la atovaloroj {I.,i, Q.,w} de la operatoroj i}2, i2, L, I3 ait trakti

la sistemo kiel armonika oscilatoro modifikata (Nilson [1955]), priskribita per
1 2 1 . . R
V() = Eng(@ - 2%} + (1+ 5@} + 5:‘;‘)) EON B TN )

kie € estas paramtro de elipsoida deformajo por % simetrio. Oni ne volas tie solvi tiu
problemo sed sole diri ke estas solvebla en la termoj de tiuj atitovaloroj se oni konsideras
perturbataj la termoj C; kaj Cy ke en la nukleo, en kiu spin-orbito interacio estas ne
traskurebla, signifas granda e.

Dekovrita ia nuklea ond funkcion de formo

R((b? 9) = Rogl,n—im ((bu 9)

oni volas priskribi la konduko de la nukleo pro ! valoroj. [ = 0 estas ne fizika car la
nukleo estas ne komprimebla, [ = 1 estas la dupola oscilado I = 2 tia kvarpola kaj tiu
pli. Praktike la oscilado pli frekventa estas tiu de kvarpola [ = 2 kaj —2 < m < 2 kaj

- AN
s / 3
’ N I
/ \ \ L7 N P ~
' \ \ / S / S
I ! [ ' i ' i
\ / h N / N ’
N ) , ~\ . ~ .
\ / /.
~___-7 N 7
N
=1 1=2 1=3

Figura 11.2: Ipolaj osciladoj

oni povas priskribi kiel oscilacio de kvin ne kunigitaj armonikaj oscilatoroj, unu pro

¢iu m o o
2 1:2 252
H=—
g dm T 5 Gm
Tiu kreas kvantojn internajn al nukleo ke liberas energion &y = (N + 3)hw kie N

estas la numero de la fononoj. Ekzistas degenero kiel en atoma kazo

11.4 Gamma Defalo

Kiam la nukleo estas en ia ekscitita stato defalas en la baza stato elmetante fotonoj.
Estas la kazo de « au [ defalo en kiam la nukleo ne perdas ¢io sia energio sed gin
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b= vp

$/i = dg/dr

Reakcio] Nukleara Strukturo

havas ankorati. Povas elmeti fotonoj de elektrik at magnetik dupola formo. La fotono
elportas angula momanto el nukleo en unecoj de A kiu ne nulas ¢ar fotono ne havas
neniam nula angula momanto.

La elektrik dupola elmeto estas proporcionala al gr do S$angas signon per pareca inversio
re—r 0—1=0 ¢—d+71 Y"(r—0,1m+¢) = -Y"(¢,0). Dume la
magnetik dupola elmito o< ¢r X v ne Sangas signon por la sama inversio. Do ia transicio
devas havi iun parecon kaj angul momanton. La letero [ signifas du-, kvar-, ok- pola
transiro dume FE signifas elektrika kaj M magnetika. FEj,Ms,E3 Sangas parecon kaj
M;,E5,M3 ne. Praktike la inteso de tiu elmitoj estas kalkulebla por ia multipola
operatoro mg (1) [ 5 * mpp(D)Y;dV. Oni povas anstatatie simpligi tia priskribo
imaginante la transiro kiel unuopa protono kiu movigas inter du selaj statoj. Oni do
uzas |[Weisskopf-aj Unuecoj| [1952] kiuj racieme proksimagas la empirik valoroj.

Tp1=1.0-10"A%363 Tp, =73-107AY3€0 Tpy =34-10"4%E7

Tan =3.1-10183 Ty =2.2-1074%/3E5 Ty =10- 10" AY3€T

do oni povas vidi la grandecaj ordoj kiuj priskribas la probablon de la transiro.
Praktike la defalo eksistas por la minusaj [polaj transiroj.

11.5 Reakcioj

En urta proceso gravas tri grandecoj: la urta sekcio, la meza libera pato kaj la frekvenco
de la urtoj. Oni uzas N, partikloj de ia speco sur N de alia en IV, reacioj. la denseco
de tiuj partikloj estu n, = N,/V, = pp/m,. La flukso de la [fascio] [incidente] estas
® = ny|v| = I/S = N,/S. Oni volas serci tian faktoron kiu priskribas la frakcion de
partikloj adsorbitaj sur elmetitaj. Oni difinas la |Urta Sekcio|

g = — dN12 = Ngnlalgvgdt

kiu povas esti la sumo de termoj de malsama naturo. Siaj dimensioj estas de surfaco
kaj la praktikaj valoraj por nuklearaj reakcioj estas la sub potencaj de la barn (1 barn
= ao~2m?2. La urta sekcio, genere, depenas de la energio. [Sperimentalmente] oni

volas koni la urta sekcio lau la anguloj kalkulante o = fOM dao(o,0)dQ.

11.5.1 Urta Sekcio

Geometrika Termo
Si oni konsideras du sferoj de radio rp, r. la urta sekcio valoras sole si ¢eestas la urto,
prefere, si la |[Urta Parametro| b estas minusa de la sumo de la du radioj. La urta
sekcio estas do: o = 7(r, +1.)%
Coulomba Termo
De la konservo de angula momanto kaj energio
ZpZe 1

1 - |
Qm(iﬂ 7‘2¢2) + 5mvo mr¢2 = muob
r

Z, 2. b2 _
v /r — Z, prefere:

oni povas obteni 7 = —vg \/1 -2

2 2 r2

d¢ b(l JZnZe 1 21)1/2
dr 12 mud
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Reakcio] Nukleara Strukturo

11.5.2 Kvantuma Interado

Oni volas priskribi la interadon inter du partikloj sekvinte la kvantuma priskribo.
Oni volas mizuri la numeron de partikloj de momanto p ke al la angulo ¢ alvenas de
granda distanco rilate la atomaj dimensioj. La numero de partikloj devigitaj estos
proporcionala al la flukso incidanta, al la frakcio de angulo solida do(¢, ) kaj de la
urta sekcio kiu depenas de la fiziko de la interado.

dN = U(¢, G)JendQ(¢a 9)

La urta sekcio estas ankaproporcionala al la flukso elirante o := @ /7 - J¢; .

Kolizo elastiika

En tiu parto oni traktas la [singlan] kolizon de la partikloj de la [fakso] kun un centro
adsorbaj sine trasferi energio al la ekscito de la centro. La [fakso| estas komponita de
malgrandaj partikloj kiuj ne interagas inter ilin. Tiuj partikloj, por priskribi bonan
interadon, devas havi malgrandan disigon en la komponoj de la momanto ép/p << 1,
prefere per la De Broglie-a relacio

op  hA A
— === —=<<1
p O h 276l
do la ond frekvenco de la paketo devas esti multe malgranda de la dimensioj de la
paketoj 0l kaj tiuj dimensioj devas esti minusaj de la interad radio de la forcoj. La
distancoj I; de la [sorgente e rivelatore| devas esti sufice [lontani] mode ke la paketo
ne disigigas ¢ar poste ia tempo la paketo grandigas. La relacio petas ke

Al

— ol
o <<

Oni ne povas mizuri anguloj tre grandaj ¢ar povas [riveli] partiklojn ne difuigitajn.
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Capitolo 12

Subnukleara

En tiu capitro oni volas marki la pli gravajn rezultojn kaj konceptojn de la Subnukleara
materio car oni ne povas ekpliki plene la derivoj de tiuj konceptoj. Oni ne sekvos la
storikajn rezultojn.

12.1 Simetrioj

Oni volas marki la simetrioj kiuj konservigas en la subnukleara procesoj. Ekzemple
la Sargoj (elektrikaj, malfortaj kaj koloraj) ¢iam konservigas. Oni havas ankat aliajn
diskret variablojn kiuj difinas specifike la partikloj. La partikloj estas separitaj per
adronoj h kaj leptonoj 1. La lepton-oj estas Fermi-aj f dume la adron-oj estas kaj
Fermi- kaj Bose-aj. La quark-oj estas la komponantoj de la h. La h estas ati la meso-
oj, komponitaj de du quark, kaj la bario-oj komponitaj de tri quark. Ciuj quark havas
saporon

Partiklo Saporo Maso [MeV]  Sargole]
up u spin 1/2 1.3-3 2/3
down d spin -1/2 3-7 -1/3
strange s [stranezza] -1 95425 -1/3
charm ¢ [fascino] 1 1250 2/3
bottom b beleco -1 4200 -1/3
top t [top] 1 173000 2/3

Oni havas ankau la bariona numero kaj la leptona numero kiuj ¢iam konservigas.
Ciuj quark-oj havas barionan numeron egala al 1/3, ¢iuj antiquark-oj havas barionan
numeron —1/3. Ankau la lepton-oj havas siajn lepton saporoj. La elektrono kaj la
neutrino v, havas elektronan saporon la p-o kaj v, havas p-an numeron, tiel la 7.

Maso [MeV] Vivtempo Defaloj
e 0.511 >4.610%* [jar]
1 105.7 2.19 [us] e Vel
T 1776 290 [fs] [T VNl VR VA 7

Estas ankafl enaj simetrioj en unecaj spacoj de oploj kiel la trasformajoj en la grupo
SUs. La memloka spin petas trasformagan konservadon. En la reakcioj oni devas
konsideri ke la isospin ¢iam devas esti konservita. La rezulto de iniciala opl statoj
sekvas la regulojn de la dekompono en Hilbert-aj spacoj, kiel priskribita en la sekcio
de Kvantuma Mekaniko. Pere la Clebsh-Gordan- koeficantoj oni povas kompreni la
eblajn dekomponojn de la iniciala prezento en la finala kaj [valuti] la probablo inter
du eventoj. La probablo de finala stato estas la kvar modulo de sia Clebsh Gordan
koeficanto.
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Simetrioj Subnukleara

Eksistas ankatl trasformajoj kiuj ne elvenas de infinitezimaj trasformajoj. Tiuj tra-
sformoj estas por ekzemplo la intersango inter du partikloj P, au la kordinata inversio,
la intersango inter partiklo kaj antipartiklo C kaj la tempa inversio T.

Pareco

La P operatoro invertas tiel la aksojn
r— —x,t—=t,p— —pP,TXP—TXP

La P operatoro estas uneca operatoro kaj tiel havas memvaloroj £1. La [vakuo] havas
plusa valoro, la Bose-aj kaj antiBose-aj devas havi la saman parecon dume Fermi-aj
kaj antiFermi-aj havi malsaman. La spaca inversio estas

rer gorte Oem—0 Y"(r,0,0) = (2)Y"(r,6,0)
La pareco de la sistomo komponita de du partikloj estas

P=pPp-)
<IPareco
La fotono estas la partikla formo de la vektora potencialo A kaj havas egala

momanto kaj pareco J© =17,

Se du Bose-aj estas estas egalaj sia statoj devas esti simetrika do devas havi [ kaj
J parajn 0t2%. ..

Partikloj sine spin havas 07172+

La pareco per partiklo antipartiklo en notacio (2**1L;, JF) estas

(1507 O_)(3517 1_)(1P17 1+)(3P07 O+)(3P17 1+)(3P27 2+)

kie 2s + 1 =1 estas la unola stato dume 2s + 1 = 3 la triopla.

20Ne* — 160 4 o ne konservas parecon ¢ar 17 — 01 4+ 0T A
Fortaj kaj elektrikaj interadoj konservigas parecon dume la malfortaj ne ¢iam. De la
grandecoj enkondukitaj oni vidas ke 07 estas skalara kvanteco, 0~ pseudoskalara, 1~
vektora, 17 pseudovektora (prefere aks vektora).

Partiklo Antipartiklo

La C operatoro operas sur partiklon mode ke la partiklo per sia Cpartiklo [anihilas].
La Sargoj devas do esti opositaj. Tiu uneca operatoro Sangas la Sargoj de kompleksive
netitraj partikloj kiel la m-o. <C-Operatoro

La C operado sur la fotono v havas mem valoro —1 ¢ar estas la efekto de la Sango
de la 8argoj de la kampo.Clny) = (—)"|n7).

70 estas memstato de C ¢ar C|7°) = +|7%) dume 7
operatoro: C|n~) = |rT) kaj Clz™) = |77)

Meso- kaj antimeso-o kun kompleksive nula spin intersangas la du partikloj Clr ™, 7~ ) =
|77, 7ty = Plat,m7) = (=)!}=+,77). Se la meso-oj havas ne nula spin C agas kiel
kordinata intersango operatoro (P) kaj spin intersango.

Ankaii por Fermi kaj antiFermi la C operatoro agas kiel [prie]: C|ff) = (—=)'"*|ff)

Por du egalaj bosonoj JF¢ =17~

* ne estas memstatoj de tia

(150, 07F) (382, 27F) PPy, 17 F) Py, 17 ) (P Py, 277)
Por du egalaj fermionoj de spin = 1/2

(1507 0_+)(3517 2__)(1P07 1+_)(3P07 0++)(3P17 1++)(3P27 2++)
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Simetrioj Subnukleara

T,CPT

La T operatoro Sangas
rT—x,t— —t,p— —p,TXpPp— —TXPp

De teorikaj [konsideroj] oni scias ke ankai se P, C kaj CP ne estas konservitaj oni
devas ¢iam konservi la akcio de la operatoro CPT.

Krandecoj

Si oni difinas la indico p en la aro 0,1,2,3 kaj la ¢ en 1,2, 3 oni povas difini la |Dirac-a
Matricoj|.

i 0 ot o_ (I 0 5_ (0 Iz
T o 0 T=\Vo - T L o

kie o' estas la Pauli matricoj. Indicante I kaj v la ondfunkcio de leptonoj kaj sia
neiitrino, oni povas komponi tiujn akirante la sekvantaj kovariant grandecoj. lv estas
skalara, [ysv psetidoskalara, ly,v vektora, lv,ysv aks vektora, 1/(2v/2) - l(v,7 —
YuwYu)V tensora. Empirike oni dekovris ke la partikloj eestantaj nature estas nur
vektoroj ati aks vektoroj. Iu ajn diras ke la gravitonojn devus esti tensora grandecoj
sed nurtempe ne estas akoral dekovritaj. Si oni volas kosideri la defalo de 7o en
I + v konante la kvarimpulso p* de la piono, oni povas difini la |[Malforta Vektora
Kuranto|-n kalkulante la matrica elemento de la produkto

M o Pyorlpyv = Prol(p) + ph)vuv

kie P¢ estas la probableco de la finala stato kaj ¢, la psetidoskalara ond funkcio de la
iniciala m-o0. Oni dekovris ke en la reakcioj oni povas havi kaj vektoraj kaj aks vektoraj
kurantoj. Oni nomas tiun v — av strukturo kaj prezetigas per (I — ;) operatoro en la
kalkulo de la malforta kuranto kiu montras la du aspektoj.

Isospin

Si oni havas n quarkoj oni povas konstrui la adronoj sekvinte la regloj de la sumo
de la prezantoj. La simetrioj de la isospin Sangas per la neeksakta egaleco inter la
partikloj. Netitrono kaj protono estas konsideritaj kiel du statoj de la isospin 1/2 sed
havas divers masojn e la nefrono ne estas stabila. La elktr magnetikaj interadoj ne
konservigas la isospinn sed gia tria komponanto. Kun la uso de la numeroj de isospin
kaj de [Ipersargol, difinita kiel Y = 2(I, — Q) = B+ .S, oni povas koni ¢iam partiklo]
komponitaj de la quark u, d kaj s.
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Capitolo 13

Kosmologio

13.0.1 Ecoj de la Universoj

La kosmologa principo diras ke la universo estas omogena kaj isotropa. Omogena
signifas ke la strukturoj ripetigas medie en siaj skalaj prefere oni havas galakso de
steloj kiel oni havas amasoj de galaksoj ktp. De la principoj de la relativeco oni
scias ke por la lumrapideco ekzistas horizonon al la vido kaj partoj de la spacoj estas
nevideblaj de la komenco de la universo. Oni ne povas diri fakte ke la universo estas
homogena ¢ar ne estas intrSango inter la partoj kiuj ne estas en direkte kontakto sed
en la porcio de universo videbla tiu estas vere fine al 10~ kaj oni povas krei ke tiu
valoras cie.
De la eroj de la genera relativeco kiu oni ne traktos oni havas ke la Einstein-a
ekvacio la Einstein-a tensoro egalas al R estas la Ricci kostanto, Tj; la

tensoro de energio kaj momento
8rG

1
Gir = €ir — 59l = —~Tik

kaj estas solvigebla per la |Friedmann-a Ekvacioj| si oni konsideras homogena masa
distribuo. Por spaco kun sferik simetrio la metriko asociita al tiu spaco en la Newton-a
limito (Gm/lc* << 1) por la Birchoff-a teoremo estas la Minkovskij-a konsiderinte ke
la spac mezuro pligrandigas kun la tempo

ds? = 2dt? — a(t)?di?
Oni volas kalkuli la Friedmann ekvacio en Newton-a priskribo. Oni scias ke pro prova
maso la akcelo por gravita forco estas

. Gm Gm : di oo 1
kie oni havas multipliki pro | kaj notita la diferenciale formo. La una integralo estas

2 :2GT’” - %”sz%rc

Oni vidis ke la longeco [ estas temp dependa kaj oni povas skribi gin kiel produkto de
fiksa distanco per la skala faktoro [(t) = roa(t). La dua derivago de Newton-a ekvacio
montras pluen

- 4 a 4
= —G=npl e__=z
G37Tp " 3Gp

La denseco depenas de la longeco [ je la tria potenco. Do si oni konsideras la produkto
pa® tiu ne devas $angi en la tempo, kaj al ni donas la tria kaj lasta ekvacio

di(pa®) = 0 = pa® + 3pa’a p= —3pg
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Kosmologio

Si oni anstatatie konas la generala relativeco oni obtenus

a = —ng(p—i—?)C—z)a a+ K = ngpa p= —35(p+ C—)
kie K definas la metrikon de la spaco kiel oni povus vidi pluen.
Si oni volas konsideri la universo kiel homogena kaj ideala fluo oni devas konsideri
la rekta metriko asociita al la spaco. La |Robertson Walker-a Metriko| estas la
diferencialo de la nevariana intervalo

dr?

ds? = (dt2 —ad’(t) (W

+r2d0?))

kie 7 estas la distanco en polaraj koordinatoj, 7 := [1/a(t)dt estas la |Konforma
Tempo| integrata sur la propra tempo ¢ dume K estas la parametro kiu elektas la
tipon de metrikon. Si oni havas Euclide-a metriko K nulas si la spaco estas sferika kaj
havas Gauss-a kurvaturo (1/R?) k egalas 1n dume pro k = —1 oni havas iperbolikan.
Si oni ne scias la metrikon de la universo oni devas konsideri ke la distanco inter du
punktoj estas

doiny — [ —adr’ K=0 K=1 . _4 K=-1 0 -1
p(t) = ; m = ar = sin” " (r) = sinh™ " (r)

La distanco kunmova havas an kiu estas temp dipenda kaj parton kiu depenas sole de
la distanco r. Oni skribas la [Hubble lego|n per

dp = Edp H(t) = -
a

skribinte la bone notita Hubble kostanto kiu ne estas precise mizurita. Por tiu oni
skribos la valoron de la Hubble kostanto en unecoj de h kiu estas utila variablo por
poni

P 100[kms~ ' Mpc™)

mode ke oni povas poni la valorojn de la kosmologikaj grandecoj en la diskordanta]
h grandcoj. En tiu vidado la komponoj de la rapidecoj de la distancoj v := dp estas
simple

v(r) —v(r’") =v(r —1')
Oni volas difini novan grandecon kiu estas facile mizuri. Si oni konas la transiro de

iu elemento (Ekz Comtpon-a longeco) oni povas observi la diferencon inter la teorika
kaj la observita frekvenco kaj nomi gin |Roza Traslado|

LMo
DY

kiu al ni diras la Doppler-an trasladon pro la espansio de la universo. La roza traslado
estas kunigita al la skala faktoro sed ankatu al la temperaturo, la tempo sed ankat la
distanco kiel oni vedos

va = vyag —_ = a=ag(l,)
U
La denseco de energio p estas priskribita de la ekvacio de stato
P=wp

kie w estas numero kiu povas Sangi latie la presenco en la universo de diversaj energiaj
kontribuoj. Se la pli granda kontribuo al la energio estas donita de la radiado oni scias
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Kosmologio

de la luma elmito ke la presiono de radiado estas proporcionala al 1/3 de la denseca
energio. Poste la dekuplo de materio kaj radiado la energia denseco estas sur ¢iu la
sumo de la masoj ene la universo kaj oni ne havas pli presionon kiel la polvo aire
surponita; do w = 0. Poste tiu la universo pro energio asociita al la vakuo, kiu oni
ne scias priskribi kaj kompreni, la pli granda kontribuo de la energio de la universo
konsistas en la nomata |Energio Obskura| kiu donas malplu-a presiona kontribuo
w = —1.

Oni volas nun solvi la Friedman ekvaciojn kiuj al ni diros pri la espansion de la
universo en la tri diversaj epokoj.

a ) —3(w+1)

p:—3g(p+§;) :—3gp(1+w) p:p*(a—*

en la proksimado de Euklide-a universo (k = 0 ail kc? << 87Gpa?) oni skribos

a= —Sng*af(”w’a—%(”wH daa? =1 = _87;G'p az M) ae
Se oni solvas tiuj ekvacioj oni havos H2 = 81Gp«/3
3 EeE=m) t \ 5wy 2
o (1420 wma) T (D)2,
“ “( +50+w) “0\t 3H, (w+ 1)
de kiu oni havas kun tiuj sekvantaj difinoj
t \ oy ( t )—2 2
= —_ = —_ H e —
“ ao(to) P= % 3(1+ w)t
Oni nun volas solvi la problemon per ia ajn metriko (K = —1,0,1).
3 2 3 2 3
-2 2 3o Hgyag . ... Hgag
@ = Hoy 2+ K T MMy K)?
De ¢ = d;a oni skribos
da
- 2 3
dt = —2H0aom
Por K =1
— 1
a :tg(ﬂ 2a) t= gHgag(oz—sina) a= HZa3(1 - cosa)
dume por K = —1
— 1
a = tgh(w 5 a) t= 3 dad(sinha — a) a = Hiad(cosha —1)
kaj fin fine por K =0
1 2
t=2H3a}(0- ——) = =
090\"™ T34,/ T 3H,
de tiu oni povas kalkuli la ago de la universo per en la diversaj modeloj t(If:*l <

K=0 _ 1K=1
o~ <tp
La dua grava informo kiu oni povas obteni estas la tempo de transado inter radiado-
materio-obskura energio dume la universa istorio.

pm(1+21)3 :prad(1+zl)4 pm(1+22)3 = PA

Oni nomigis pa-n en la kazo de la obskura energio car oni povas poni en la Einstein-a
ekvacio kostanton nomita |[Kosmologa Kostanto| kiu donas al la universo termon
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c=h=kp=1
g degenero de la statoj, elikeco. +1
latie Fermi-Dirac ati Bose-Einstein

Mat

Kosmologio

atraktiva kiel en la obskura energio. Tiu termo Sangas la valoro de la presiono kaj de
la energia denseco
Ac? Act
— 0+ — P—-P- —
p=r 81G 81G
Por imagini tiun oni povas konstrui skalara kampo ¢ kiu povas Sangi la presiono kaj
energio de la universo en tiu mode Lagrange-a priskribo

36° —V(9)

. 1 |
pp = %¢2 +V(¢) P(o) = 2¢2 -V w= 142 +9(¢)

sed ne estas neniam troviata tiu spece kampo.

Abundancoj kaj Dekuplago

Oni volas nun renkonti la vivo de la universo parolinte de la pli valorata modelo. Cio
komencis en la big bang, la vera singulareco de la denseco de energio en ¢io punkto de
la spaco. Oni povas renkonti la vivo de la universo de tiu momento ¢ar oni ne povas
diri ion antatl tiu evento. Oni montros en logaritmika skalo la evolvo de la parametroj,
la temperaturo kaj la energio malgrandigis kaj permetas la komponon de pli grandaj
strukturoj, la spaco, kiu oni jam scias ke tiu estas mizurebla per la roza traslado z,
grandigis.

Supren la energio 10*°[GeV], |Plank-a Maso|, probable la kvar forcoj unigas kaj
oni devas trakti unifikan teorion ke en tiu momento ne eksistas kaj pro tiu oni povas diri
nenion de tiu epoko. Poste la temperaturo de 1016[Gev] anstataii la forta dekupligas de
la elektromalforta forcoj kaj la universo estas komponita de quark [gluon]-a plasmo. Por
malpli de 1[TeV] ankala malforta forco dekupligas de la elektromagnetika. Malsupre
la temperaturo de 1[GeV] la quark legigas kaj formas la pli stabilaj particeloj el ¢iuj, la
netitroj kaj la protonoj. Cirkatie 1[MeV] la malforto forco komenci havi malgrandan
interadan radion kaj la netitrinoj dekupligas formante la pli treaga informo sur la big
bang ¢ar la nedekuplitaj particeloj kontintie interagigas inter ilin kaj ne povas alveni al
ni. Sine la kuplago de la netrinoj la reakcioj n+v, — pt +e~, n+e~ — pt + 1, estas
sfavoritaj kaj oni povas formi la unua nukleoj (D, He, Li) ankaii se la presenco de la
fotonoj kontinue fotodetruas la Deuterion kaj la nukleoj kontinue reformigas. Preskau
[1eV] finfine la radiado dekupligas de la materio kaj konstituas, poste la malvarmo de
la espansio, la |[CMB Kosma Mikroonda Fondo|. Al tiu tempo la nukleoj povas
formigi kaj oni havis la materion kiu povas formi la astronomikaj strukturoj.

Oni nun volas motri iom da kalkuloj kiu permetas al ni de kompreni la abundanco
de la elementoj kaj la mekanismoj kiu reglas tiu tre interaganta fluido.

Sekvinte Boltzmann oni definas la distribua funkcio per

FET) = —— n(tr>=g/def<8,ir> £=VE T2
e T =+1

Oni povas poni du limitojn por kalkuli tiun integralon, la ultra relativista € — p ~p
kaj la nerelativista & ~ m + p?/2m. Por la unua

(2m)3 er +1 272 Jo

dz (ew +1)7!
kaj estas solvebla per la Euler-a (.

13.0.2 Mat: Euler-a ¢

La Euler-a ( estas difinita per



Kosmologio

Tiu funkcio ne estas analiza sed oni povas facile numerike kalkuli gin. Tiu funkcio
aperas tre ofte (ankau rilate la unuaj numeroj) sed oni volas difini gin por la numerik
valoroj de sia integral formo ... vV

rp3CB3) 5 BE ()

L 31 3
Si oni anstatatie volas kalkuli la denseco de energio oni obtenus g« = Yierp gf’”"(%)B +
3
g dpp 7 " Sienn o (%)
T = = 0. (DT i€eBEY9i\ T
r(9) (27r)3/e%i1 309+(7)

Por la ne relativeca proksimado la kalkulo estas

2 2

_m—-_p P N 3

g 3 e T e T g _m-u 3 € 2mT (m‘J’)a _m—p

T) = d ~ T d = - T
n(d) (271')3/ L= (2m)3© / Prso = 9\%) ©

_ 2
T e 2m7T

kiu ne montras diferencoj inter Fermi-aj kaj Bose-aj. Oni do povas defini la |Dekuplago|
kiam la tempo de kolizo t;, = I' ! estas pli granda de la tempo de espansio t, = H !,
prefere I' < H. T estas la bone notita largeco de interado I' := n{ow). Oni vidis ke H

estas skribebla per mp = ﬁ Plank-a maso
G 873 872 T2
H?>=—"—p=—Gg*(7)T* =1/—g*(T)—
3P =559 () 00 9 T
Oni scias ke la interadoj meditaj per diversaj Bose-aj havas diversan urtan sekcion ¢ Gx Fermi-a kostanto
o a 2
Oem X ﬁ Omasa X GXUQ 0.6 m—X 72

De tiu oni povas trovi la tempo de dekuplago de la malforta interado

r a3
Px x TPGxT? = =GkmpT® <1 T< G Pmpt?

kaj de la elektromagnetika

sa’ T omp T o’>mp

—=a"— x T
T H T H T2
Oni nomigas |Relikto Kosmiko| la tipo de particelo kiu dekupligas kaj varma at
malvarma la relikto kiu dekupligas antatie au poste la derelativistikeco. Poste ¢io
dekuplago oni devas Sangi la valore de degenero de la specoj g*.

Oni konsideras gason de elektronoj kaj protonoj kiuj trovigas en la sama spaco. Se
oni volas koni la temperaturo kiu permetas la deionizagon de la idrogeno. La kimikaj
potencialoj egalu p, + pte = ptm + ft. Oni ponas p, >~ 0 Car la numero de fotonoj [ne
sangas la energio de la sistemo]. Se la denseco de elktronoj kaj protonoj estas

(meﬂ')% pe—me (m,,‘]')% kp—mp
Ne = e n, = e
e~ e 27 p=9p 27
oni havus ke B:=mp+me —mpy
gH meT\ "3 &
ng = nyne (—) eT
Gelp 27
Si oni difinas =, := np/nB = I‘le/l‘lB kaj Z. = 0.1 oni trovas la |Saha—a Ekvaci0| n frakciono de barionoj sur fotonoj
1-2, meT\-% » 20(3) s
— =n eT ng:=mm, =n——=T
=2 B( 2m ) B =y =0

Oni povas vidi ke la Saha ekvacio ne donas la korektan temperaturon de deinonigago
kiam la sistemo ne estas en ekvilibrio ¢ar oni havas multaj fotonoj kiuj ankorau per-
turbas la sistemon. Si oni volas trovi la temperaturo de la primodiala nukleosintekso
oni uzos

3/2 .
LN (ﬂ) e ¥ Q = my, —my, = 1.3[MeV]

n, my
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L Liuville-a operatoro, C koliza
operatoro

Jeans Modelo Kosmologio

13.1 Jeans Modelo

Sekvinte la Boltzmann ekvacio oni volas trovi la distribua funkcio f(T',¢) kiu solvas

i ) F
L[f]:C[f] L:= 6t+dtwv:c+dt'vvv:8t+vvm+gvv

Se
3, . 3, .
n(t) = (2i)3/d3pf(r’t) (27gr)3 dTme - (27gr)3/dTpC[f]

kiu estas solvebla en

a3 a .
(27{)3 /Tp(eatf— Slp?l0es) = n+2/d3ppdpf = 2/d9/dpp2p‘9pf

kiu integrinte por partoj oni donas

. .
ﬁ+3g = L/d—pcm = —(ov)n? + C = (ov)(n?

ens | € -

Do la metrika denseco kunmova n. ~ ng(a/ag)* valoras
.. (ap\? . ap\3 ne \2
=ne(G) e (G remen () 1)
a a N eq

13.2 Astrofiziko

Si oni prenas sferika distribuo de partikloj oni havas du opozitaj forcoj, la gravitazio-
nala kaj la presiona gradianto. Por kalkuli la kampo valoras la Gauss-a teoremo kaj
la kampo depenas de la maso ene la sfero konsiderita.

2 Gm(r)

T

1
—d,?
RS

Se oni enmetas al la ekvilibrio oni devas solvi

R R R R A2
/ 4rr3d, Pdr = P(r)dnrd| — 3/ Gm—(r)dm = —/ M = Eyravita
0 0 0 r 0 r
Do oni formulas (P) = —&,4,./3V. Per la dekompono de la movo en isotropa spaco la

presiono estas la media valoro de la produkto vp

2 1 2
(pv)  E on{gm) = 3

r 1 1
= — = —8
3ﬂ<p0> 3k

':P:

w3

Tiu estas la |Virialo Teoremo| kaj oni povas formuli al la ekvilibrio 2 + €, = 0 kiu
eksprima la relacio inter la kinetika kaj potenciala energio por ne relativecaj partikloj.
Kun la konservo de la energio & + €, = €40 oni diros ke €. = €4,/2. Tiu teoremo
estas grava en la konsidero ke se oni havas gason kiu perdas energion sur la surfaco
la gravita energio povas malkreksi dume la kinetika kreskas altiginte la temperaturon,
se anstatatie la kinetika energio malkreskas per la radiado la gravita energio altigas la
energion de la nuklearaj interadoj. Se la gaso estas en relativeca proksimado la sistemo
estas en nestabila ekvilibrio ¢ar la du forcoj havas la saman grandeco. La masa limito
por la nestabileco estas la |Chandrasekhar-a Maso| M = 1.4M, la steloj kun maso
malpli de la Chandrasekhar-a maso devenas blankaj nanoj dume la alia povas elmeti
grandan parton de sia maso en ia supernova ail kolapsi en neutrona stelo at nigra truo
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Astrofiziko Kosmologio

En la adiabatika proksimado PV7 = c la variablo de la interna energio depenas
sole de la laboro farita de la sistemo
dv 4P 1 U 1€

_ _— = = — = — e — _:___g
Tt =0 U= PV 7_1d(ﬂ>V) () =0 -5 =37

Si la partikloj ne havas ekscititaj gradoj de liberaleco U = & kaj &t = —(37 —4)Ein
kaj eksprimas la liga stato de la sistemo por v > 4/3. La energio de la sistemo per
partiklo estas €, = 3/2NkpT kie N estas preskati donita de la maso de la hidrogeno

N ~ M/mpg. Si oni volas ke la sistemo kuntrahigas |€4] > &€ kaj oni trovos la
|Jeans-a Denseco| kaj maso kiu donas la limito por havi gravitacionala kontrahigo

3kBU'R 3 (3k37)3

My = __ 9 (2kBJ
77 2Gm PI= 1z \2Gm

Ci tiu al ni diras ke oni bezonas de nebulozo de preskaii 1000 sunaj masoj kaj densecoj
de 10° molekuloj per [m?] al la 20[K] temperaturo por havi gravitacionalan kuntra-
higon kaj la formado de amason de steloj. Oni havas protostelo kiam la temperaturo
superas la energio de deasocieco de la hidrogena molekuloj &p = 4.5[eV] kaj la ionigo
de de la H molekulo €7 = 13.6[eV]. De la viriala teoremo oni havos ke

GM? 1M M 3 1
——8D—|——8[—2 2—§/€‘I kT ~ E(8D+28[)

E,~ —
¢ R 2mp my mg

Oni havas Pauli repulsio kiu povas malebligi la formado de stelo per Fermi-a gaso. La
partikloj havas De Broglie-a ond longeco kiu devas esti pli granda de la media longeco
per partiklo por havi la kondicon de stelemo

h _(mekpT)?
Ner R

Se oni ne havas stelemo M < 0.08M la degenera elektronoj estas gravaj kaj la
protostelo devenas nano bruna.

La formado de la steloj permetas la kreo de la elementoj kiuj trovigas sur la tero.
Uzinte la Weizsdker-a masa formulo oni vidass ke de la H al la Fe (la pli stabila)
la reakcio estas esotermaj kaj oni gajnas energion trasforminte la elementoj en la pli
pezaj se la temperaturo permetas al la reakcio de okazi. Foje kiam la temperaturo
estas tre alta la fotonoj povas esti kaptitaj en la endoterma reakcioj kiuj permetas de
malaltigi la kinetikan energion kaj altigi la gravitan. La alia elementoj eblas formi ilin
per netitrona kapturo kaj 0 defalo kiu oni povas fari rigardinte la nuklida tabelo.

Oni havas intereza relacio inter la maso, la lumeco kaj la durado de la steloj. La
lumeco kaj la maso havas proporcio L oc M~3 dume la temp vivo ¢ o« M~"2° inverse
proporcionala! Oni havas ankaii la bone notita |Hertzsprung-Russel-a Diagramo|
kiu eksprimas la grafo de la lumeco L kontrai la surfaca temperaturo T: (Tppars — T, L).
La diagonalo prezentas la principalan sekvencon kiu difinas la steloj kiel la suno, bas
maldektre oni havas la blankaj nanoj, varmaj sed malmulte lumaj dume alt dekstre la
roza gigantaj.

A\~
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Appendice A

Computacionala Metodo

A.1 Difinoj

La |bit| (binary digit) estas la unueco de la informo 0 ail 1, vera aii nevera. La |byte|
estas ia fiksa numero de bit kiu formas parolon. Iu byte povas esti uzita por karakteroj
(1 byte), ati numeroj. La numeroj povas esti interoj (longaj 4 byte ati mallongaj 2 byte,
kun afi sin signo) aii je mova komo (float 4 byte aii double 8) notitaj per s m * 207127
mantissa (16 ali 38 bit), signo (1 bit) kaj bias (tot bit). La stableco de algoritmo estas
la enfero de operacionala aproksimeco sur la rezulto. Oni havas diversaj Metodoj

DIREKTA sine rondigo en finita numero de pasoj (ekz: Gauss)
ITERAKTIVA vico kiu konvergas al la solvado fine al la elektita valoro e >
1£(2) = ful@)] (eka: )
Unuvora Paso La vico depenas sole de la antaia iterado z;11 = f(z;) (ekz:

Newton pro nelinearaj sistemoj, Runge-Kutta)
MuULTOBLA PASO  kiu depenas pro antatiaj iteradoj x;+1 = f(zi, xi—1,...) (ekz:
Adams-Moulton, Adams-Bashfort)

|-[EsPLICITO] kiam x;41 ne dipenas de f(z;,...) en la sama momento (ekz:
Adams-Bashforth)

|-[IMPLICITO] kiam z;11 dipenas de f(x;,...) en la sama momento (ekz: Adams-
Moulton)

A.2 [Codice]

En tiu sekcio oni volas meti la [codice]n kiu estas de mi mem skribita, provita kaj
utilizita en la programoj kiu mi uzas. Estas simplaj instruadoj por solvi unu dimensioj
problemoj.

Integrado

Reglo Simpson 3/8

double Matematica::Integrazione(double a,double b){
double Delta = (b-a)/(double)NPassi;
double Risp = O;
for(int i=0;a+((double)i)*Delta<b;i+=3){//+3 se si sovrappongono
Risp += 3*3*Deltax( f(atDeltaxi)+3*f (a+tDeltax(i+1))+3*f (at+tDeltax(i+2))+f (a+Delte
}

return Risp;

108



[Codice] Computacionala Metodo

Interpolado

Minimumaj kvadratoj derivo por la lineara interpolado

RETTA Matematica::InterRett(double *Px,double *Py,int NMass){
RETTA ri;
double Mediax =
double Mediay =
double Scartox = 0.;
double Scartoy = 0.;

Uno=0;Due=0; ;UnoUno=0;ZeroUno=0;ZeroDue=0;
for(int i=0;i<NMass;i++){

Uno += Px[il;

Due += QUAD(Px[il);

ZeroUno += Py[i];

UnoUno += Px[i]*Py[i];

ZeroDue += QUAD(Py[il);

0.;
0.;

}
Mediax = Uno / (double) NMass;

Mediay = ZeroUno / (double) NMass;
Scartox = (Due - Uno*Uno)/(double)NMass;
Scartoy = (ZeroDue - ZeroUno*ZeroUno)/(double)NMass;

rl.Corr = (UnoUno - Uno*ZeroUno) / (double) NMass;

rl.r = r1.Corr / ( sqrt(Scartox*Scartoy) );

rl.m = (NMass*UnoUno - Uno*ZeroUno) / (NMass*Due - Uno*Uno);
r1.ErrM = Scartoy * sqrt( Due / (NMass * (Due - Uno*Uno)));
rl.q = (ZeroUno - rl.m*Uno)/NMass;

r1.ErrQ = Scartoy * sqrt( 1 / (NMass * (Due - Unox*Uno)) );
return ri;

}

Diskreta Fouriera Trasformo

void Matematica::SpettroDFT(double *st,double *sw,int NMass){//N=int~2
double Rel=0.,Im1=0.,Re2=0.,Im2=0;
double FMass=(double)NMass/DUE_PI;
for(int j=0;j<(int) (NMass/2);j++){
Rel1=0.;Re2=0.;Im1=0. ;Im2=0.;
for(int i=0;i<(int) (NMass/2)-1;i++){
Rel+=st[2*i]*cos(DUE_PI/(double)NMass*(double) (2*i)*(double)j);
Iml-=st [2*i] *sin(DUE_PI/(double)NMass* (double) (2*i)*(double)j);

}

Re2+=st [2*i+1] *cos (DUE_PI/ (double)NMass* (double) (2*i+1)*(double) j) ;
Im2-=st [2*i+1] *sin(DUE_PI/(double)NMass* (double) (2*i+1)*(double) j) ;
}
sw[jl= QUAD((Rel+Re2)/(double)NMass)+QUAD((Im1+Im2)/(double)NMass) ;

Autokorelado

void Matematica::Autocor(bool *st,double *sAutocor,int N){

fo

r(int i=0;i<N;i++){
sAutocor([i] = 0;
for(int j=i,1=1i;j<N+i;j++,1++){
if(j == N) 1=0;
sAutocor[i] += (double) (st[j-il*st[1])/(double)N;
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[Codice] Computacionala Metodo

A.2.1 Memsimileco

void Matematica::Autosimilarita(double *st,int NMass,double *sw,int Potenze){
for(int j=0;j<Potenze;j++){

swljl = 0.;

}

for(int i=0;i<NMass;i++){
Temp = 1;

for(int j=0;j<Potenze;j++){
Temp *= st[i];
sw[j] += Temp;
}
}
for(int j = 0;j<Potenze;j++){
swlj]l = 1og10(P0S(sw[jl))/logl0((double)NMass) ;
// printf ("swl%d] %f\n",j,swljl);
}
}
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Appendice B

Tabelo]

B.1 Kostantoj

Kvanteco Simbolo Valoro

Lum rapideco c [m/s]108 2.997'924°58
Plank-a h [Js] 6.626°069"31:
Plank-a [tagliata] h [Js] 1.054’571°681s
I [MeVs] 6.582'119"1550

Konversio he [eVnm) 197.326°968~
Uneca 3argo e [As] 1.602’176°5314
Elektrona maso me [MeV/c? 0.5107998792.4

Protona maso my, [MeV/c? 938.272°03s
Bohr-a magnetego up = eh/2me 5.788’381’80439
Nukleara magnetego un = eh/2my, 3.152’451'259x

Bohr-a radio
e~ hidrogena rapideco
Hiperfina kostanto

a = 4dmegh? /mee? [A]
ve = e?/dmegh [m/s]10°
a=v§ Jc
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0.529’177°210°81s
21877
1/137.035’999°71006
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